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Mathematiske Functioner 1

Neerveerende Afthandlings Forfatter, som hverken er eller vil veere Mathematiker, har i
Philosophien, den almindelige Videnskabsleere, fundet Opfordring til at leere ogsaa
Mathematikens Sprog, og med Hensyn paa de ledende Grundbegreber, saavidt muligt,

seette sig ind i dens Tankegang.

1.
Mathematiske Functioner.

Ordet ,Function® forekommer i meget omfattende Betydning. Hvor der kan veere Tale
om Virken, Liden, Handlen, betegner Function en szeregen lovbestemt Virksomhed.
Det hedder om en Embedsmand?, at han er i Function; man taler om @iets Function,
om en Nerves Function o. s. v.

Paa de rene Storrelsers Omraade kan der, hvad disse angaaer, dog ligesaalidt veere
Tale om egentlig Handlen, som om egentlig Liden: et a kan ikke handle, et b ikke lide,
et x ikke fungere i Lighed enten med en Embedsmand eller en Nerve.

Da nu alligevel Benzevnelsen: ,Function® ikke alene er bibeholdt, men endog som
Begreb fastholdt i Mathematiken, maa man i den mathematiske Anvendelse kunne
paavise noget til Grundbetydningen Svarende.

Vistnok kunne de rene Sterrelser ikke udeve reel Virksomhed, men ved at anbringes
i forskjellig Sammenhaeng kunne de dog vaesentlig forandre de indbyrdes Forhold. En
Sterrelse kan, saa at sige, ansettes til forskjellige Bestillinger, kan som Addend (a + x),
som Factor (ax), som Potensexponent (a*, x%), som Logarithme o. s. v. erholde en
meget forskjellig Indflydelse, og forsaavidt optreede i forskjellige Functioner.

Her er imidlertid en anden Side af Begrebet, som iseer maa fremheeves i Storrelses-
leeren. Man taler ikke blot om at fungere, at veere i Function; man taler ogsaa om det,
som tilveiebringes ved den fungerende Virksomhed. Udenfor Mathematiken teenker
man ved Function iseer paa Virksomheden, i Mathematiken iseer paa Resultatet; uden-

for Mathematiken gjeelder det at veere i Function ved Noget, indenfor Mathematiken

'Med kategorisk Eftertryk betoner Kammerherre Norden i ,Gamle Minder” sin ,Functionstid®.
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at veere en Function af Noget. Det lovbundne Forhold imellem et Atheengigt og et
Uafheengigt viser sig imidlertid paa begge Sider.

+~Afheenger en Sterrelse: y, ifelge en vis Lov af andre Sterrelser: x, z, ¢, u..., saa
at enhver Veerdi af y bestemmes ved de Verdier, som vilkaarligen tilleegges x, z, ¢,
u..., siges y at veere en Function af disse Sterrelser, alle betragtede som variable, y
atheengig, de andre uathangige. Dette betegnes almindeligen: y = f(x, z, t, u...)%

Ifelge denne mathematiske Begrebsbestemmelse ville altsaa Forandringer udgaae
fra de Uatheengige, og udeve deres lovlige Indflydelse paa den Atheengige. For at minde
om Ligheden imellem ikke-mathematiske og mathematiske Functioner, kunde man
da gjerne betragte de Uatheengige: x, z, t, u ... som de Fungerende, de Handlende, der
foraarsage Forandringerne i det lidende y. Men da Opfatningen er billedlig, indsees
tillige, hvorfor x, z, ¢, u... ikke siges at veere i Function med Hensyn til y, medens
derimod y udtrykkelig siges at veere en Function af x, z, t, u ...

I Functionen ere altsaa Sterrelserne foranderlige; men Sterrelser kunne jo ogsaa
veere uforanderlige. At enhver Sterrelse maa vaere sig selv lig, og at enhver Steorrelse
kan ved Forggelse eller Formindskelse i hvert Qieblik blive sig selv ulig, er en Modsi-
gelse, der lgses i Functionsbegrebet. I og for sig er ingen Storrelse enten uforanderlig
eller foranderlig, thi ingen Sterrelse er Noget alene i og for sig. Om den szregne
Sterrelse derimod i sit Forhold til andre Sterrelser skal spille den Uforanderliges eller
Foranderliges, og, i Foranderligheden, da igjen den Afthengiges eller den Uatheengiges
Rolle, bestemmes ved Functionen, og bestemmer igjen Functionen.

Er Begrebet: Function, nu for det Forste bestemt ved Begrebet Afheengighed, saa
kommer det igjen an paa at bestemme Afheengighedsmaaden, det vil sige: at paavise
Loven.

I den mathematiske Fremstilling af de forskjellige Functioner viser sig en Skala af

Tilfeelde, Regel og Lov, som maa blive Gjenstand for Philosophiens Opmaerksomhed.

At 234+4)=2-3+2-4=6+8=2-7 =14,
at (3-4)*=12"=3%-4"=9-16 = 144,

at 2°-2'=(2-2-2)-(2-2-2-2)=2"" =27,

2C. Ramus. Algebra og Functionslere. Kjgbenhavn 1840, S. 14.
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kan erfares ved Forseg, og sees ved Sammenligning. Man kan paa denne Maade prove
adskillige Tilfzelde, og deraf abstrahere en Regel. Men, saa vigtig Reglen end kan veere
til praktisk Brug, er den dog ikke som Loven et nedvendigt Udtryk af Sagens Vaesen.

For at faae en Regel saa omfattende, som muligt, maa man preve saamange Tilfeelde,
som muligt; men om man end prevede Tilfzelde i Tusindviis uden at stede paa en
eneste Undtagelse, vilde dog Reglen derved ikke kunne heeves til Lov.

Reglen udtrykker kun, at et Forhold er, ikke at det nedvendigviis maa veere; men
Loven gjeelder som Lov i Kraft af Begrebet. At det, naar Loven skal erkjendes, ikke
kommer an paa Tilfzeldenes Antal, men paa Sagens Veesen, og altsaa paa Indsigten,
kan sees af folgende Exempel.

At - = 1+x+x*+... vil give en uendelig Raekke, bevises ikke ved at fortsaette Di-
visionen i det Uendelige, men ved at forstaae, hvad Divisionen paa given Forudsaetning
nedvendigviis forer med sig.

Hvor let en Raekke Tilfeelde, der gaae ind under en Regel, kan bedrage, naar man
derfra vil slutte til en Lov, er bekjendt. Man seger, til Exempel, en Lov for Primtallene, og
finder: 2°—1 = 7,2°—1 = 31,27—1 = 127, lutter Primtal. Men dersom man nu af disse tre
Tilfeelde vilde uddrage den Slutning, at 2**! — 1 ngdvendigviis maatte veere et Primtal,
vilde man svarlig forregne sig, da allerede det fjerde Tilfeelde: 2° — 1 = 511 = 7 - 73,
ikke giver noget Primtal.

At i det anferte Exempel Undtagelsen fra Reglen allerede indtreeffer med det fjerde
Tilfeelde, er i den hele Betragtning selv som et Tilfeelde. Var Undtagelsen indtraadt
med det 99de Tilfeelde, vi havde endnu ligesaa lidt havt nogen Lov, men derimod veeret
mere udsatte for at bedrages af Tilfeeldenes Meengde®.

At Mathematiken istedetfor bestemte Talveerdier anvender almindelige Betegnelser,

istedetfor

2-3+4)=2-3+2-4 a(x+y)=ax+ay; istedetfor
(3-4)*=3%-4° (xy)* = x9y% istedetfor

23 . 24 — 23+4 axay — ax+y

er, hvad Loverkjendelsen angaaer, et vigtigt Skridt. Forstanden, som fra Begyndelsen

3Fermat antog, at 2% + 1 var et Primtal; men Euler viste, at 2% + 1 er delelig ved 641.
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af var hildet i Betragtningen af de bestemte Veerdier, de ulige Tilfeelde, de enkelte
Regler, haever sig ved de almene Betegnelser til Indsigt i Forholdenes Vaesen, og derved
til Indsigt i Loven.

Hvor inderlig Loven heenger sammen med Begrebet, kan sees ved et Blik paa den
logarithmiske Function. a* = x, z = logx; @' = y, t = log y, kan ikke godtgjeres
ved noget Beviis. Her kan ikke veere Tale enten om Tilfzelde eller om Regel eller om
Lov; her handles om en Begrebsbestemmelse for Logarithmen, en Angivelse af dens
Kategorie. Men er Logarithmens Kategorie forst fastsat, da gjeelder som Lov i Kraft af

z+t

Begrebet: a*a’ = a**' = xy, og z + t = log(xy) = log x + log y.

Forsaavidt Functionsbegrebet overalt viser hen til bestemte Afthengighedsforhold,
anvises vi ved Functionerne til at udfere intellectuelle, lovbestemte Handlinger. Hvor
inderlig disse Handlinger smelte sammen med Begrebet, kan sees af de saakaldte
Fundamentalligninger.

Som den forste af alle Functioner kan a + x vel ikke selv defineres ved nogen
Fundamentalligning; men de fire enkelte Functioner: ax, x“, a* og log x kunne derimod

betragtes som aldeles bestemte i deres Natur* ved folgende fire Ligninger.

file+y) = i)+ A(y); filx) = ax, thia(x+y)=ax+ay.

fL(xy) = f(x) £(y) folx) =x*  thi (xy)* = x“y*

flx+y)= () fi(y) H(x)=a", thia™ =a"a.

falxy) = fu(x) + fi(y);  fi(x) = alogx, thialog(xy)=alogx+ alogy.

See vi nu i disse Fundamentalligninger en Paaviisning af Love, en Fremstilling af
Begreber, vil Forskjellen imellem Mathematiken og Philosophien veere iginefaldende.
Det Eiendommelige giver sig tilkjende i Sproget.

Til en philosophisk Fremstilling af Begrebet bruges Ordet, og Ordet lyder forskjel-
ligt i de forskjellige Folkesprog; men Mathematiken neies ikke med Ordet; uatheengig
af Folkesprogenes Forskjellighed har den exacte Videnskab sit eget Sprog: f(x + y) =
f(x) f(y) er hverken dansk eller fransk, men mathematisk. At den Betegnelse, Mat-

hematiken anvender, nu ogsaa virkelig er et Sprog i strengere Forstand, end f. Ex.

“Jvfr. Ramus: Algebra og Functionslare S. 14-18.
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Nodesproget i Musiken, sees deraf, at det ikke indskreenkes til at angive forskjellige
Regningsoperationer, men udtrykker Modsetninger, uddrager Slutninger, og paaviser
Forskjellen imellem det Mulige og det Umulige.

I de omvendte Functioner have vi Udtryk baade for Modseetning og Slutning.
Er Functionen ¢ omvendt af ¢, d. e. (¢¥(x)) = x, saa er ogsaa ¥(p(x) = x, d. e.
Functionen i omvendt af ¢, er ¢(x) = x + a, saa er ¥(x) = a — x; er p(x) = ax, saa
er Y(x) = %, er p(x) = x", saa er Y(x) = Jx; er p(x) = a*, saa er Y(x) = logx; er
¢(x) = cos x, saa er (x) = arc(cos = x).

Den sidste Betegnelse, der angiver en Relation mellem den trigonometriske Linie,
cos x, og den til samme svarende Bue, arc (cos = x), udtrykker Modsaetningen saaledes,
at ¢ og ¢ ikke betyde to, hinanden ophaevende, Handlinger, thi x modsaettes x derved,
at det i ¢(x) er en Bue, i {/(x) en ret Linie.

At Mathematiken i sit Sprog baade kan udtrykke det blot Mulige og det i sig Umu-
lige, fremlyser af den Maade, hvorpaa Forholdet mellem de rationale og de irrationale,
de reelle og de imagineere Sterrelser angives: a = % er for Tanken en Virkelighed,
b = +va? — x? en Mulighed, og +—1, %/—a en Umulighed.

Medens altsaa Philosophien med de gvrige Videnskaber® er henvist til et gramma-
tisk Folkesprog, betjener Mathematiken sig veesentlig af et pasigraphisk Tegnsprog:
denne Sprogforskjellighed maa vel have sin dybere Grund. Forsaavidt et Sprog ud-
trykker Tanker og Begreber, udtrykker det, hvorledes det Almene og det Individuelle
skilles i Abstractioner og forenes i Domme, sondres i Domme og forbindes i Slutninger.

I det grammatiske Sprog har det Almene eensidig Overvaegt over det Individuelle; i
det mathematiske Sprog bestemmes det Almene saa punktlig, at det kan gaae sammen
med det Enkelte, og treeffe det Individuelle. I det grammatiske Sprog antager Begrebet
en logisk Form; i det pasigraphiske Tegnsprog en mathematisk Form.

Logiken siger: ,A er A%, ,enhver Ting er, hvad den er®, og viser derved, at den i det
Enkelte kun seer paa det Almene.

Mathematiken seetter A = A, og viser derved, at den i det Almene udtrykkelig seer
paa det Enkelte.

I den logiske Seetning ,A er A er A som et Billede, der forestiller ,enhver Ting",

>Ufuldsteendige Tegnsystemer, som f. Ex. det chemiske, kunne ikke stilles paa lige Trin med det
mathematiske.

[11]
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men i sig er uden Betydning. I Betegnelsen af det Enkelte haves ikke dette Enkelte,
men kun det Almene: Ordet og Tingen, Betegnelsen og det Betegnede falde ud fra
hinanden.

I den mathematiske Seetning: A = A forestiller A vel ogsaa en hvilkensomhelst
Sterrelse, men, idet A er Exempel paa en hvilkensomhelst Sterrelse, B, C, D ..., fore-
stiller det som Sterrelse tillige sig selv; A = A, thi 2 = 2, 3 = 3: det Almene seettes
punktuelt, Tegnet og det Betegnede ere congruente.

Logiken forvandler Ligningen: A = A, til en grammatisk Seetning; Mathematiken
forvandler Seetningen: A er A, til en Ligning. Allerede heri sees en Veesensforskjel
mellem den exacte og den dialektiske Videnskab.

I Seetningen som Ligning, er der ingen Forskjel mellem Subjekt og Preedikat. Dette
gjeelder ikke blot om de saakaldte identiske Ligninger, som: A = A, men om en
hvilkensomhelst Ligning. Hvad der staaer paa den ene Side af Lighedstegnet forestiller
nemlig Subjektet, og det, der staaer paa den anden Side, Praedikatet; men det er jo for
enhver Ligning aldeles ligegyldigt, fra hvilken Side den leeses. Er f(x+y) = f(x)+f(y),
saa er naturligviis ogsaa f(x)+ f(y) = f(x+y).Idet mathematiske Sprog er Preedikatet
congruent med Subjektet, thi Mathematiken er en exact Videnskab.

Omformes Ligningen derimod i det grammatiske Sprog til logisk Seetning, saa
fremkommer en vesentlig Forskjel imellem Subjekt og Preedikat; hvorfor disse to
Bestanddele jo heller ikke kunne forenes ved det rene Lighedstegn, men maae forbindes
ved Copula. Idet nu Forskjellen imellem Subjektet og Preedikatet i den logiske Dom
bringes til Bevidsthed, viser sig den meget omhandlede Modsigelse, at det Enkelte
siges at veere det Almene®. I det logiske Sprog er Preedikatets Veeren Eet med Subjektet
en Modsigelse, og Philosophien en dialektisk Videnskab.

Det mathematiske Tegnsprog og det grammatiske Seetningssprog ere i deres Ud-
spring begge naturlige for den sunde Menneskeforstand, og indgaae desaarsag i
forskjellig Forbindelse.

Mathematiske Forholdsbestemmelser hore i den Grad hjemme i Tilveerelsen, at

®Allerede Megarikeren Stilpon angreb de logiske Domme. Han paastod, man kunde ikke sige Andet
end identiske eller rettere: tautologiske Seetninger, f. Ex. ,Menneske er Menneske,* ,Hest er Hest“; men
ikke: ,Hesten lober®, thi ,Hest“ og ,at labe® ere ikke identiske; det sidste Preedikat tilleegger man jo
ogsaa Hunde og Lever. Jvfr. Paul Mgllers Foreleesninger over den eldre Philosophies Historie.
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det daglige Liv forbruger et ingenlunde ubetydeligt Qvantum bevidst og ubevidst
Mathematik til praktisk Behov. Udtryk som: ,tung, tungere, hurtigt, hurtigere, varmt,
varmere", falde endnu udenfor det Mathematiske; men, naar der udtrykkelig sperges:
Lhvor tungt?“ jhvor meget tungere“? o. s. v., kan Svaret neppe savne et mathematisk
Element.

Den mathematiske Teenknings eiendommelige Forhold til det Almeenlogiske viser
sig maaskee meest paafaldende, naar Mathematiken selv tager Ordet, for at stille et
Problem. Exempel. ,En Vandbeholdning kan fyldes ved eensformig Tilstremning af
forskjellige Ror i Antal n, og de Tider, i hvilke den fyldes af hvert Rer seerskilt, ere
givne: ay, a,, as ... a,. L hvilken Tid (x) bliver den fyldt, naar Tilstremningen skeer ved
dem alle samtidigen’?"

Den, der ikke har leert Mathematik, vil forstaae, hvad det er, her siges, og dog ikke
forstaae det. I sine logiske Grundtraek er Sagen ikke alene almeenforstaaelig, men kan
endog blive saa klar, at Opgaven er lgst i samme Qieblik, den er fremstillet.

Har man nemlig fire Ror af den Beskaffenhed, at en eensformig Tilstremning
gjennem ethvert af dem seerskilt kan fylde en vis Vandbeholdning i en Time, saa
fatter sund Menneskeforstand naturligviis uvilkaarlig, at den samme Vandbeholdning
maa ved eensformig Tilstremning gjennem alle fire Rer paa een Gang fyldes i en fire
Gange saa kort Tid, altsaa i Lebet af et Qvarteer. Det Mathematiske gaaer her op i det
Almeenlogiske.

Men, hvor forskjelligt dette Mathematiske dog alligevel er fra det Almeenlogiske,
er ogsaa indlysende af det anferte Exempel. Man behgver blot at gjere Relationen
imellem de Tider, hvori Vandbeholdningen fyldes gjennem hvert Rer seerskilt, en
Smule indviklet; og strax er Opgaven saa eiendommelig, at den stiveste Logiker, den
skarpsindigste Dialektiker, som ikke kan Mathematik, forgjeeves bryder sit Hoved med
at lgse den.

Den, der forstaaer det mathematiske Sprog, finder Opgaven let, ja for ethvert

Tilfeelde veesentlig lige let; thi Ligningen R 1, som giver x =
a as as a,
1
T 1, 1, i passer for alle mulige Tilfzelde. Denne det Almenes Opgaaen i de

g;lkel(jcze Ti(ffaelde (aanr afgjerende for den mathematiske Erkjendelse.

’C. Ramus. Elementeer Algebra S. 179.

[13]
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I det logiske Sprog er Formlen Slutning, i det mathematiske er Slutningen Formel. I
den formelle Slutning bliver Begrebets Gyldighed vel indseet, men altid saaledes, at det
Enkelte og Seerskilte hensvinde i det Almene. I Formlen er det Almene punktualiseret,
og derved skikket til exact Bestemmelse af det Seerskilte og det Enkelte.

Af den bekjendte Syllogisme:

»Alle Mennesker ere dedelige,
Cajus er et Menneske.

Altsaa: Cajus er dedelig

faaer man, skjondt Cajus udtrykkelig neevnes, dog alligevel ingen szerlig Oplysning om
Cajus som Cajus. I Undersaetningen: ,Cajus er et Menneske® har det Almene allerede i
den Grad opslugt det Enkelte, at man aldeles Intet vinder ved i Syllogismen at indseaette

enten Brutus eller Pompejus eller Cnejus istedetfor Cajus.

Af Formlen x = SR R faaer man derimod, ved at indsaette for a;,
as, as ... en Meengde \?illkafﬁligg Vaerdiaenr, de allerforskjelligste Tilfeelde ud. Og dog er
Formlen almeengyldig, uforanderlig; kun de enkelte Tilfeelde ere foranderlige. Ved
Formlen er der altsaa tilveiebragt en egen Overeenskomst mellem det Almene og det
Enkelte, det Uforanderlige og det Foranderlige.

Med det logiske Formelvesen er det paa Videnskabernes nuveerende Trin kun
maadelig bevendt; med de mathematiske Formler har Sagen en anden Sammenheng.
Imod det logiske Formelvaesen gives et videnskabeligt Middel: en sund og skarp
Dialektik; imod det mathematiske Formelvaesen behgves intet Middel, thi Indsigt i de
virkelige Love er betinget af Indsigt i de mathematiske Formler®.

Det Videnskabelige i disse Formlers Udvikling kan allerede sees af den Maade,

hvorpaa Functionsbegrebet articuleres i de seerskilte Grundfunctioner.

8Ved sine Formler egner Mathematiken sig just til at udtrykke de virkelige Love. Dersom det
ved Bestemmelsen af disse Love blot kom an paa, at neevne det Almene, kunde de bestemmes uden
Mathematikens Hjeelp; men da det tillige kommer an paa Pheenomenerne og de enkelte Tilfzelde, efterdi
Lovene ere Phenomenernes Love, maa det Mathematiske med, at Udtrykket kan blive exact. Den, der f.
Ex. kun fatter Loven for den jeevntvoxende Hastighed, forsaavidt den logisk udtrykkes i Ord, fatter
vel i en vis Forstand det Veesentlige, men, da han mangler Punktualiteten i de seeregne Tilfzelde, ikke
det Virkelige. — Det gjor en stor Forskjel, om Loven for haarde Legemers Sammensted fremszettes i
logisk Form eller i mathematisk Formel. Den logiske Fremstilling i Ord er med al sin Neiagtighed altid

svevende; kun en Formel som: Mﬁ:gh er indrettet paa at forklare det Enkelte.
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Enkeltfunctionerne alog x, a*, x%, ax, a + x lade sig nemlig aflede saaledes, at den
efterfolgende med indre Nedvendighed udspringer af den Foregaaende. Hvormegen
Forskjel her end kan veere imellem disse Functioner i deres selvsteendige Optreeden,
finder man paa Udviklingens Traad dog let de Knuder, hvor den ene ligger indesluttet
i den anden.

Her er saaledes et Vendepunkt, hvor Multiplicationsbegrebet deemrer under Addi-
tionens Sler. Tager man a + a + a, en Sum af tre ligestore Addender, kommer man jo
naesten uforvarende til at opfatte Storrelsen som et 3 Gange gjentaget a. Men dermed
er Overgangen ikke gjort. Bevidstheden kan ofte komme et nyt Begreb meget neer, kan
skimte det som i en Deemring, og dog kan Begrebet atter svinde, og blive borte. Skal
et nyt Begreb opgaae for Erkjendelsen, er det ikke nok, at Undersegelsen forer hen til
det Vendepunkt, hvor det har sit Udspring (thi saa vare vel Nutidens store Opdagelser
alt skete for Aarhundreder siden); for at et nyt Begreb kan blive til i Erkjendelsen,
kreeves, at Tanken ret faaer @Qie paa det, optager det i en Kategori, indferer det blandt
de gvrige Begreber, folger dets Gang, og prever dets Conseqvenser.

Som det i Mathematiken gaaer med Overgangen fra Addition til Multiplication,
saaledes ogsaa med Overgangen fra Multiplicationen til den exponentielle Function,
og fra denne til Logarithmen’.

I Ligningen: a + a + a + ... a = na bliver den samme Sterrelse paa den ene Side
opfattet som Sum, paa den anden Side som Product. Ogsaa her sees det udtrykkelig,
at den mathematiske Betegnelse er et Sprog.

Som umiddelbart Beregningsudtryk angiver Ligningen kun, at der paa hver Side af
Lighedstegnet findes ligestore Sterrelser; men med Hensyn til Begrebet er Ligningen
en Dom.

Seet fra den logiske Side, viser denne Dom igjen Modsigelsen, den Modsigelse, at
Multiplication altsaa baade er det Samme og dog ikke det Samme, som Addition. Denne
Modsigelse, samt den diversus respectus, hvormed den formelle Logik vil undgaae
Modsigelsen, og just derved kommer i Modsigelse med sig selv, og falder ind under
Dialektiken, vedkommer slet ikke Mathematiken.

Som mathematisk Dom vil Ligningen ikke logisk udsige, hvad Multiplicationen

De trigonometriske Functioners indre Sammenhzang med den exponentielle og med Logarithmen
kan forst senere paapeges.

[16]
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enten er eller ikke er, men derimod i den exacte Form paavise, hvorledes Multiplica-
tionens intellectuelle Handling haenger sammen med Additionens. Hvad Dialektiken
er i Philosophien, er den intellectuelle Handling med sine praktiske Overgange i
Mathematiken. At Sagen forholder sig saaledes, kunne vi oplyse ved et Tilbageblik.

Den mathematiske Function forudseetter det Foranderlige i sine Aftheengige som i
sine Uatheengige; kun ved at fatte Forandringernes uendelige Mulighed fatter man Fun-
ctionen. Men Functionen forudsatter i alle disse Forandringer tillige et Uforanderligt;
den udtrykker jo Loven, og Loven er det Uforanderlige.

Seet fra den endelige Side kunde det vel synes, som om det i Formlen Uforanderlige

var et dedt Schema, ligegyldigt mod de foranderlige Tilfzelde, at det f. Ex. med Hensyn
1

til Formlen: x = ———— — kunde veere ganske ligegyldigt, hvilke Veerdier

Lyl gy L

a a: as an

man indsatte. Dette er nu vistnok i endelig Forstand saaledes. Men jo mere endeligt
Synspunktet bliver, desto mere treeder ogsaa Functionsbegrebet i Baggrunden; jo
mere derimod Functionsbegrebet fremhersker, desto inderligere sees Eenheden af det
Foranderlige og det Uforanderlige: Functionen viser just hen paa det, som Dialektiken
fordrer.

I ovenstaaende Opgave bleve Tiderne ay, a; ... a, givne, hver for sig, og folgelig
uatheengige af hinanden. Men man kunde jo antage a; given saaledes, at a,, as ...
gjordes atheengige deraf, og det efter en saadan Lov, at de dannede enten f. Ex. en
arithmetisk eller en geometrisk Rekke: a; = a;, a, = a; + d, a; = a; + 2d ... eller
a, = ay, a; = a1q, as = a,q>, ... altsaa i forste Tilfzelde a, = a; +(p—1)d = :(p); i
andet Tilfeelde a, = a;g?™" = @,(p); vi fik da

x= 1 = Fe(p) = f(p).

o 0@ T plp) T )

Da der i Udtrykket for x findes i Neevneren en Sum af Formen @, der jo er en Function
af p(p), og hele Summen folgelig en Function af ¢(p), saa er ogsaa 1, divideret med
Summen, en Function af ¢(p). Det Uforanderlige og det Foranderlige ville paa denne
Maade gjennemtreenge hinanden.

De mathematiske Functioner ere ikke dede Formler, men driftige, rorige, praktiske
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Begreber, der fore et intellectuelt Liv i Videnskabens Operationer. Til slige praktiske
Overgange behegves ingen dialektisk Spore.

Som Exempel paa, hvorledes de mathematiske Handlingsbegreber kunne samvirke
endog indenfor elementeere Graendser, ville vi til Slutning minde om de symmetriske
Functioner.

Igjennem

(x—a)(x—a) =x*—(a; + a))x + a1a, = x* + Ajx + Ay;
(x —a)(x —a)(x —as) = x*> = (a; + a; + a3)x* + (a1a; + ayas + a,a3)x — a,a,as

=x°+ Ajx? + Ayx + As,

vil man forstaae det almindelige Udtryk:
F(x) = x"+A X" H AKX TP+ Asx " T+ Ay X+ A, = (x—ay)(x—ag)(x—as) ... (x—a,) = 0.

Her er det Uforanderlige overalt med i det Foranderlige; thi Udviklingsloven viser os
Vexelbestemmelsen af Coefficienter og Redder:
A =—(a;+ay+as+...a,) = fi(a; ay ... a,) = Summen af alle a med modsat Tegn;

her virker forste Grundfunction.

Az = —(a1a2a3 + a1a2a4 + ... 14,0, + A20304 + ... Ay_20,1a,) = fi(aaza...a,) =
Summen af Producterne af 3 og 3 a med modsat Tegn; her samvirke forste og anden

Grundfunction.

A, =(—1)"(a,az a3...a,) = f(ai, a, ... a,) = Produktet af alle @ med modsat Tegn, [19]
naar n er ulige. Det er altsaa den anden Grundfunction her optraeder.

Beteenker man derhos, at Reekken gaaer frem efter Potenser af x, hvorved den
exponentielle Functions Vexel med den logarithmiske tillige bliver mulig; saa faaer

man et Totalitetsindtryk af Functionernes intellectuelle Samvirken.



[20]

12 Philosophie og Mathematik

Logikens Formalbegreber ere som tomme Kar, der enten maae forblive i deres
Tomhed, eller fyldes med Stof og Indhold udenfra; Mathematikens Functionsbegreber
ere som driftige Organer, der assimilere sig et veesentligt Indhold.

Uagtet de mathematiske Operationer i deres seeregne Fremgang tilhere Fagvi-
denskaben uden at vedkomme Philosophien; egner deres Charakteer sig dog for
en philosophisk Betragtning til at belyse Tankevirksomheden fra en egen Side, og
synliggjere Problemer, hvis Behandling, for ikke at sige Losning, er og maa veere

Philosophiens Formaal.

II.
Uendelighedsproblemet.

Kan Functionsbegrebet tjene til at bestemme Eenheden af det Uforanderlige med
det Foranderlige, saa maa det ogsaa kunne tjene til at opklare Forholdet mellem det
Endelige og det Uendelige. Hvorledes forholder det Endelige sig til det Uendelige?

Uendelighedsproblemet er Mathematikens og Philosophiens store Feelledsproblem.
Men, for man ret kan teenke paa Losningen af et Problem, maa man allerforst see at
lade Problemet blive til. Neerveerende Problem er nu af den Beskaffenhed, at det kun
da kan staae klart for Bevidstheden, naar Mathematiken vil hjeelpe Philosophien med
at stille det frem.

Med Interesse for Problemet folge vi da den af Mathematiken betegnede Vei.
1) Raekker og trigonometriske Functioner.

Den szedvanlige Forestilling, at det Uendelige falder udenfor det Endelige, og kun
kan naaes ved en Tilneermelse, synes strax at finde sin Stadfzestelse i den elementeere
Mathematiks Reekkeudviklinger.

Reekkebegrebet er en videre Udvikling af Functionsbegrebet, thi hvert Led i Reekken
er en Function af sin Plads, Udtrykket for det almindelige Led: u, = f(n) viser, at u,
er atheengig af n. Eftersomnun=0,eller=1,=2,=3... ellern=-1,=-2,=-3...

vil u, = uy, = uy, = Uy, = us... eller u, = u_;, u_,, u_s,... forandre sin Veerdi.
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Da nu n, ved at formindskes eller formeres med en Eenhed, kan forandres i det
Uendelige, maa det Samme gjeelde om u,,. Reekken: ... u_,, u_y, ug, uy, s, ... forestiller
da en progressus og regressus in infinitum, hvis seerskilte Led ere endelige, men deres
Tal uendeligt.

Til de tre Slags sammenheangende Proportioner, den arithmetiske, den harmoniske
og den geometriske, svarer, som bekjendt, en typisk Forskjel mellem folgende Raekker:

a) Den arithmetiske Reekke (£qvidifferensreekken), der forudseetter u, = fi(n) =
a+ nx:

..a—3x,a—2x,a, a+x, a+2x, a+3x ...

1

) Den harmoniske Reekke, ifolge hvilken u, = fo(n) =
a+ nx

1 1 1 1 1 1 1
"a—-3x a-2x a-x a a+x a+2x a+3x

y) Den geometriske Reekke (Z£qvigvotientreekken), som bestemmes ved u, =

f3(n) = ax™
a a a 2
.. F, ;, ;, a, ax, ax , ax

3

I disse Raekker streeber det Endelige ad forskjellige Veie henimod det Uendelige,
men Uendeligheden viser sig deels som en brat Tilintetgjorelse af det Endelige, deels
som det Uopnaaelige.

I den arithmetiske Raekke gaaer Tilnsermelsen paa hgire Side af a frem mod oo,
medens der paa venstre Side kan, idet nx bliver = a, indtreede et Tilfzelde, da et enkelt
Led forsvinder.

I den harmoniske Reekke gaaer Udviklingen til Hoire, fra l stadig fremad mod
0; medens derimod til Venstre det Tilfeelde kan indtreede, da ooapludselig opsluger et
enkelt Led.

I den geometriske Reekke skrider Udviklingen til begge Sider ligelig fremad, til
Hgire (med x > 1) mod oo, til Venstre mod 0.

Saaledes opfattede, ere da oo og 0 absolute Negationer, rene Storrelsesgreendser, men
ikke selv Sterrelser. Den formelle Logik holder da ogsaa fast paa den Grundseetning, at

det Endelige ikke er uendeligt, og det Uendelige ikke endeligt. Men saa uimodsigelige

[21]
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disse af Contradictionsprincipet garanterede negative Domme end synes at veere, saa
fattige, indholdslese, ere de tilsvarende positive: ,det Endelige er det Endelige, det
Uendelige det Uendelige®, thi deres saakaldte Identitet er en reen Tautologi.

Som dialektisk Videnskab har Philosophien ikke kunnet blive staaende ved slige
Tautologier. At det Uendelige ikke er endeligt, vil jo med andre Ord sige, at det er
en Graendse for det Endelige, altsaa det Ikke-Endelige. Det Endelige, der er det Ikke-
Uendelige, er da med det Samme en Greendse for det Uendelige. Men naar det Endelige
og det Uendelige paa denne Maade ere hinandens Greendser, maa Greendsebestemmel-
sen blive dialektisk.

Har nemlig det Uendelige sin Greendse i det Endelige, saa har det jo en Endelig-
hedsgraendse, en endelig Graendse, og er selv endeligt. Naaer det Endelige omvendt
forst sin Greendse i det Uendelige, da har det jo ingen endelig Greendse og er folgelig
uendeligt.

Under en saadan Speending imellem formel Logik og Dialektik er det af Vigtighed
at undersgge, paa hvilken Side Mathematiken vil stille sig.

Det kunde ved forste Qiekast synes, som vilde Mathematiken ubetinget heevde
Grundsetningen: enhver Ting er, hvad den er, a = a, 0 = 0, 00 = o0, og dermed afgjore
Sagen. Men dersom nu Dialektiken tilfeiede: enhver Ting er uopherlig i Begreb med
at veere, hvad den ikke er, selv 0 kan efter sit Begreb vaere som oo og oo omvendt som
0; mon da Mathematiken, naar den ret faaer sig beteenkt, vilde modsige dette?

For at fatte Mathematikens egentlige Mening, maae vi besinde os paa den i forrige
Afsnit fremheevede Forskjel imellem Ligningen og den logiske Dom. Hvad den logiske
Dom er for Dialektiken, er Ligningen for Operationen.

Hvad den mathematiske Dom angaaer, maae vi ikke formeget lytte til de ordly-
dende Udtryk i Talesproget, men fremfor Alt see paa den factiske Begrebsudvikling i
Tegnsproget. Begynde vi med en ideel Facticitet, og sperge f. Ex., hvormange Vinkler
den endelige Vinkel ACB vel kan siges at indeslutte; da svarer Mathematiken med

rene Ord: ,uendelig mange, uendelig smaa“. Det
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Uendelige bliver altsaa baade som det uendelig Store og det uendelig Lille omsluttet [23]
af endelige Greendser. Men, dersom det Uendelige virkelig omsluttes af endelige
Greendser, maa det jo dog, det siger den sunde Forstand, paa en eller anden Maade
selv veere endeligt.

Hvordan heenger dette nu egentlig sammen? Som veiledende Exempler kunne vi

engang betragte de trigonometriske Functioner.

AB = fi(x) =sinx; BC = f,(x) =cosx; DF = fy(x)=tgx, EG= fi(x)=cotxo.s.v.

E G
F

Idet x, vor uatheengige Variable, voxer i forste Quadrant, voxer, som bekjendt,
sin, tg, sec med det Samme, hvorimod cos, cotg, cosec ... aftage. Forandringerne i x
gaae i forste Quadrant fra 0° til 90°; det er nedvendigt, at betragte disse Forandringer
neermere.

Er x = 0, saa er sinx = 0, men cos x = 1; tg x = 0, men cot x = oo, sec x = 1, men
cosecx = oojer x = 90°, dacosx =0, sinx = 1, tg = o0, cotx =0,0.58. V.

Det Endelige og det Uendelige bestemmes her ved hinanden saaledes, at Overgan-

gen fra Endeligt til Endeligt falder sammen med Overgangen fra Endeligt til Uendeligt,
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hvorved da ogsaa en Overgang fra Endeligt til 0 falder sammen med en Overgang fra
Endeligt til oo.

Hvad betyder Udtrykket: 2x = 0? I endelig Forstand kunde det betyde, at her slet
intet x var; men i Kraft af Functionsbegrebet betyder £x = 0 et Ikke-Veerende som dog
er et Veerende. At en Vinkel = 0 ingen Vinkel er, forstaaer sig af sig selv; at £x = 0 dog
alligevel betragtes som veerende, sees deraf, at Cosinus jo kun kan veere en Vinkels

Cosinus, og at cos 0 ligesaavist er en reel Sterrelse, som cos 1°.

D/
A

Antages A at veere i en Grads Afstand fra D og D', saa felger heraf, at Veien fra 1°
til 0° ikke er leengere end Veien fra 1° til 2°. A kan komme D saa neer, man vil, saaleenge
A ikke falder sammen med D, er £x en endelig Sterrelse; men i det Qieblik A falder
sammen med D bliver £x = 0. Saaleenge x endnu er endelig, er cot x ogsaa endelig;
men i det @ieblik x bliver = 0, bliver cot x = oo.

Afstanden fra Endeligt til 0 og fra Endeligt til co er altsaa her som en Afstand fra
det ene Endelighedspunkt til det andet. Ligger det ene Endelighedspunkt det andet
uendelig neer, da kan nu det Samme siges om 0 og Endeligt, om oo og Endeligt.

Vilde man, for at belyse Forholdet mellem Raekkerne og de trigonometriske Linier,
hente en Analogi fra Asthetiken, maatte man vel sige: de trigonometriske Functioner
ere classiske, de uendelige Reekker romantiske.

At have det Uendelige omsluttet af det Endelige er jo classisk, at opfatte det
Uendelige som et for det Endelige Hiinsidigt, Uopnaaeligt, romantisk. Hvilken af disse
Synsmaader giver nu Mathematiken Medhold?

Forsaavidt Mathematiken er en exact Videnskab, skulde man vel mene, den holdt
paa det Classiske; men see vi paa dens Brug af Kategorier som: ,Tilnsermelse, uendelig

Tilnsermelse®, skulde man naesten troe, den sveermede for det Romantiske.
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Det er med denne Antydning naturligviis ikke Meningen, at ville indblande det
Zsthetiske i det Mathematiske, eller opklare videnskabelige Begreber ved uvidenska-
belige Analogier. Den flygtige Hentydning til det Asthetiske skulde blot tjene til at
udhzeve Forskjellen imellem den dobbelte Maade, hvorpaa det Endeliges Forhold til
det Uendelige bliver opfattet.

Hvad ligger der da i Begrebet: Tilnsermelse, uendelig Tilnsermelse?

Ved ,uendelig Tilneermelse” kan man da for det Forste ikke teenke paa Tilnermelse
til et Opnaaeligt; thi det Opnaaelige udtrykker just, at Tilneermelsen maa ende med
Maalets Opnaaelse, og altsaa i sit Veesen veere endelig. Tilnaermelse til et Opnaaeligt
indeholder ingen Modsigelse; et Uopnaaeligt uden Tilnsermelse er heller ikke nogen
Modsigelse. Der er saaledes intet Modsigende i den Seetning, at parallele Linier, hvor
meget de end forleenges, aldrig ville skjeere hinanden. Naar Mathematiken undertiden
bruger det Udtryk om parallele Linier, at de, forleengede i det Uendelige, ville skjeere
hinanden: da kan man herved ikke egentlig teenke paa nogen Tilnsermelse; det er en
Umulighed, her fremstilles under Mulighedens Form.

En uendelig Tilnsermelse, Tilnzermelse til et Uopnaaeligt, synes derimod at frem-
byde den haardeste af alle Modsigelser. Ved Tilneermelse maa man jo dog i en eller
anden Forstand komme Maalet neermere; men at komme Maalet neermere maa dog
vel veere det Samme som at komme Opnaaelsen neermere; men fra Opnaaelsen af det
Uopnaaelige er man jo altid lige langt borte.

Ikke desto mindre heevder Mathematiken Begrebet af en uendelig Tilnsermelse,
og nedslaaer enhver Modsigelse ved uimodsigelige Beviser. Saaledes i Laeren om

Asymptoterne.

AB=x; BD=y; BE=y.

[25]
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For Hyperblen har man f. Ex. Ligningen:

f<x):y:§M;

b
for Hyperblens Asymptote: fi(x) = y; = —x. Altsaa er
a

(x = Va2 = @) (x + Vx* = &)
x+Jx?—a?

Betragtningen af denne Formel viser, 1) at her er en virkelig Tilneermelse, thi jo sterre
2
x bliver, desto mindre bliver naturligviis Breken -
x+ Vxi—a
Maal er absolut uopnaaeligt, thi Breken er forst 0, naar x er blevet = oo.

= 2) at Tilneermelsens

Hvilken Gyldighed ter vi da tilleegge Begrebet Tilnsermelse?
2) Raekker med stigende Potenser.

Skulle Begreberne: ,Uopnaaeligt®, og ,Tilneermelse bringes i logisk Forbindelse,
da kunde man, ifelge ,diversus respectus” maaskee begynde med at teenke sig Sagen
saaledes: Kategorien: ,Tilneermelse” maa altid sees fra to Synspunkter: 1) det Punkt,
hvorfra man gaaer ud, Begyndelsespunktet, og 2) det Punkt, der skal naaes, Maalet,
Endepunktet.

Gives der overhovedet nogen Beveegelse fra et bestemt Udgangspunkt henimod
et Maal, saa kan man, dersom Maalet er uendelig langt borte, jo i en Forstand gjerne
indremme, at enhver Tilnsermelse er som et Intet imod Maalets uendelige Fjernhed, og
dog, naar man seer tilbage, betragte den fortsatte Fjernelse fra Udgangspunktet som
en Tilnsermelse til Maalet. Her er altsaa i en Henseende, forsaavidt man nemlig seer
fremad, ingen Tilnsermelse, men dog i en anden Henseende, naar man vel at maerke
seer tilbage, en virkelig Tilneermelse.

Dialektiken kunde nu vistnok i denne Sammenhzeng meget let confundere ,,diversus
respectus”, og aflokke den formelle Logik den Tilstaaelse, at den, ifolge egen Forklaring,

altsaa dog kun seer Tilnsermelsen som — Bortfjernelse, kun seer fremad, forsaavidt den
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seer tilbage, og at just dette er en Modsigelse; men vi have stillet os for Mathematikens
Forum, og ter ikke foregribe dens Kjendelse.

Forandringernes uudtemmelige Mulighed, der ligger skjult i Functionsbegrebet,
som i sin Grund, treeder ved den intellectuelle Handling ud af denne Grund, og bliver
saa, under givne Betingelser, udviklet i de uendelige Raekker.

Skal en Function af x indenfor Endelighedens Greendser udvikles i Reekke efter

Potenser, falder det naturligt, at begynde med den heieste Potens;

f(X) =x"+ Alxn_l + Azx"_z + Agx"_3 +. A x+ A,

=(x—a)(x - a)(x —a3)...(x — a,) =0,

en Reekke med faldende Potenser, er da et Paradigme.
Men, naar Opgaven er, at vise, hvorledes det Endelige i uendelig Tilnsermelse
streeber mod det Uendelige, maa Paradigmet sendres, og Functionen udvikles efter

stigende Potenser:
f(X) = AO + A]X + A2x2 + A3x3 + ...Anxm

Hvorledes nu en saadan Reaekke kan fremstille den uendelige Tilnsermelse saavel
til o, som i sine enkelte Led, til 0, er allerede klart af den geometriske Progression.
I Reekken: a

Reekken vil da ikke blot kunne fortseettes igjennem et uendeligt Antal Led, men med

=a+ax + ax®+ ...ax"!

... bliver x* = oo, dersom x > 1.

hvert folgende Led stedse komme oo nzermere. For x < 1 er x* = 0. Reekken vil altsaa
ved at fortseettes gjennem utallige Led ikke alene give en sterre og sterre Sum, men
hvert felgende Led blive mindre og mindre, og altsaa nzerme sig 0.

Mathematiken kan ikke, som den formelle Logik, slaae sig til Ro ved en Forklaring
af ,uendelig Tilneermelse” i Ord; den bruger sit Tegnsprog, og articulerer Begrebet,
idet den for enhver uendelig Reekke udfinder Relationen imellem de enkelte Led.

For at dette kan skee, maa Functionsbegrebet antage en bestemt Charakteer: f(x)
f. Ex. = a*. Man har da Reekken a* = Ay + A;x + A, x? + Asx® + ... Apx™ ...

For det mulige Tilfeelde: a* = a°, er det let at bestemme Raekken a° = Ay; det
@vrige bortfalder. Men a° = Ay = 1. Da nu f(x) = a* skal, ifelge Functionsbegrebet,

[28]
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gjeelde for alle mulige Veerdier af x, har man i denne Function forste Coefficient Ay = 1
een Gang for alle bestemt.

Cartesiusses Methode'® og Newtons Binomialformel! give derhos Mathematikeren
Midler til, hvad de gvrige Led angaaer, at bringe det Foranderlige til at gaae op i det
Uforanderlige, og, saa at sige, fange de uendelige Muligheder i Relationernes Net.

Saaledes bliver da for det Forste hver Coefficient kjendelig paa den tilsvarende
Potens. Have, for at holde os til det givne Exempel, Potensfactorerne x™z" i den ene

m+n)(m+n-1)..(m+1)

Razekke Coefficienterne A,,A,, i den anden A,,., ! > 3 2 da
..n

har Mathematikeren sin Ligning:

(m+n)(m+n-1)..(m+1)
1-2...n B

Am+n AmAn

3. og er forvisset om, at den ikke skuffer. Har altsaa Mathematikeren nu i det Hele
sikkret sig Relationen imellem Potenserne og deres Coefficienter, saa benytter han igjen
denne Relation til dermed at udfinde Relationen imellem Coeflicienterne indbyrdes.

I den anferte Reekke bliver saaledes den hele Vrimmel af mulige Coefficienter bragt

10C, Ramus. Algbr. F. S. 82. — De ubestemte Coefficienters Methode. Er f(x) = Ay + Ajx + Apx? + -+ =
By + Bix + Byx? + ..., saa maa A, veere = By, A; = By, A, = B, 0. s. v. Beviis. For x = 0 bliver A, = B,
alene tilbage; ved at fradrage Ay = By, faaer man A;x + Ayx? = Byx + Byx? ..., ved at dividere med x,
A; + Ayx-- = By + Byx, og, ved at seette x = 0, A; = By 0. s. 1.

Binomialformlen. Fra den elementzre Algebra kjender man: (a + b)? = a® + 2ab + b%, (a + b)* =
a®+3a’b +3ab®+ b?... 0.s.v.Ram. Elmt. Algbr. S. 35. I den haiere Mathematik (Ramus Algebr. Functl.
S. 85) fremstilles (p + x)" = p" + 2 p"lyx + ML pr-2yc2 4 ma-E2) pn=3y3 | en Raekke efter faldende
Potenser af p og stigende Potenser af x, hvis Coefficienter dannes, som Analogien viser, paa en til
Potensexponenterne svarende Maade.

2Man udvikler nemlig 1) to Reekker efter samme Lov: a* = 1+ Ajx + Ayx? + ... Apx™ ... og
a® =1+ Ajz + Ayz? + - + A,2" og faaer 2), ved at multiplicere disse to Ligninger, to forskjellige,
men overeensstemmende Udviklinger: a*a® = 1+ ... A, A, x™z" ... og @ = 1+ Aj(x + 2) + Ax(x +

22+ ... Apin(x + 2)™ ... Af det anforte Led A,y ,(x + z)™™" udvikles igjen 3) den uendelige Raekke:

Amin [xm+"+ min yemin=1,4 %xm”_z 224 (m+”)(m+";?2)Fg;"72)'“(mﬂ) xmz" ... ] 4) Det szerskilte

Led Ay, @ Do(mil) - 4 A,
Byigtigheden af de ubestemte Coefficienters Methode vil man strax blandt Andet skjenne deraf,

at den samme Sterrelse jo kan, uden at forandre sin Veerdi fremstille sig, ikke blot under mange, men
uendelig mange Former. Ogsaa imellem de rene Sterrelser foregaae, vel ikke intellectuelle Intriguer og
Mystificationer, men dog saamange Omkleedninger, Forkleedninger og Maskeringer, at Den, der ikke
gjennemskuer Forvandlingerne, let bliver skuffet. Hvor let kan f. Ex. en Begynder ikke bleendes af de
nn—1)(n-2)...(n—n+2)(n—n+1)(n—n)

1-2-3..n(n+2)(n—n+1)

saa at han ikke strax seer det

mange Led i Formlen:

maskerede Nul.
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LM den
1-2-3..m °

sidste, eneste ubekjendte, A;, endvidere bragt i bestemt Relation til ved Formlen:

1 1 1 1
atv =1+ +— +
1 1-2 1-2-3
det fundne Tal e = 2,718281828459 ... antaget som Grundtal i det naturlige, neperske,

i en bestemt Relation til en eneste, nemlig A, ved Formlen: A,, =

..., denne, beviislig convergerende, Sum udregnet, og

Logarithmesystem.
Ved Relationen imellem den exponentielle og den logarithmiske Function bliver
log a
Coeflicienten A, omsider bestemt i Formlen A; = ] i > en Relation, der naturligviis
oge

igjen forer ind i nye Relationer.

Istedetfor en logisk Betragtning af den uendelige Tilnsermelse i de uendelige Raek-
ker udvikler Mathematiken altsaa Totaliteter af almeengyldige og dog eiendommelige,
uendelige og dog bestemte Relationer.

Hvorledes bestemmes da Forholdet imellem Relationerne og det Uendelige?
3) Functionernes Systematik.

Uendelighedsproblemet er et omfattende Totalitetsproblem; skal et saadant Pro-
blem kunne lgses, maa det under fortsat Udvikling selv medbringe Lasningens Betin-
gelser; disse Betingelser maae neermere undersgges.

At det Uendelige, for igjen at minde om det Dialektiske, har sin Greendse i det Ende-
lige, vil da sige, at det har sin Bestemthed i det Endelige; at det Endelige med det Samme
har sin Greendse i det Uendelige, maa altsaa betyde, at Endelighedsbestemmelserne
ved deres Utallighed overskride enhver endelig Greendse.

I Talrelationen bliver Endeligt nu vistnok neermest bestemt ved Endeligt; men med

de uendelige Talrelationer gaaer Uendeligheden selv tilsidst op i det Endelige. Eenhe-

m+n)(m+n—-1)..(m+1 m+1
l4Settes: ApA, = Am+n( X 2.3 )n ( ), og n = 1, faaes: A,A; = Apnr T d. e.
ALA AA A?
Apy = —2 i Seetter man dernsest m = 1, erholdes A1 = #11 = A, = 1—12; settes m = 2,
AZA
AA A, A 151 A3 AT
da faaer man A, = 2271 - A = 2 - 12 o L _ A, = ———— heraf: a* =
2+1 3 3 1-2-3 1-2-3..m 1
2,2 3.3
1= Aix + Apx? + A3 = 1+ % + Al‘z + ?"2’; + ... og heraf igjen, naar man sztter x = —;
1
L A (1 AL r1\2 A 1)3 _ 1 1 1
am =1+ () + 0 (3) +is (&) +o=1+i+htm=e |
L oga
BEr a* = e, saa er A—Ioga = loge, og loga = loge A;; altsaa: A; = ] : (idet log betegner
1 oge

Logarithmen i et vilkaarligt System).

[31]
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den af Relationerne og det Uendelige bliver paa dette Trin at opfatte i Begrebet: ,indre
Uendelighed", men Begrebet: ,indre Uendelighed"falder igjen sammen med Functions-
begrebet; Uendelighedens Indhold kan altsaa ferst udfolde sig i de forskjelligartede
Functioners systematiske Samvirken.

Til Belysning af Functionernes Systematik maa fremhzeves a) at deres Udvikling
kan fores tilbage til een Grundformel, b) at deres Vexelforhold og gjensidige Overgange
vise hen til en feelleds Oprindelse, c) at den ene Function i fortlsbende Reekke kan

udvikles af den anden.
a) Functionernes Grundformel.

Vilde man forsege paa at opregne de mulige Regnemaader, Regler og Formler,
som forekomme i mathematisk Praxis; da vilde man snart faae et Indtryk af forvir-
rende, overveaeldende Mangfoldighed, af en greendseles Endelighed, der ikke magter
det Uendelige. Jo mere derimod det udvortes Mangfoldige tilbagefores til de forste,
almindelige Forudseetninger, desto mere hersker Begrebet, og desto overskueligere
bliver det Hele.

Som Beviis paa Mathematikens systematiske Fremgangsmaade tjener da dette,
at den ikke allene reducerer de utallige afledede Functioner til Grundfunctionernes
Eenfoldhed, men endog henforer alle, elementeere saavelsom afledede, Functioners
Udvikling til een Grundformel. Paa den Betingelse, at man istedetfor x seetter, naar

det fordres, t. Ex. x + h, er nemlig:
f(X) = AO + Alx + Azxz + A3x3 + ...

en omfattende Grundformel.

Under den omfattende Grundformel er de enkelte Functioners Individualitet lige-
som tilsleret; men det er kun det Endelige, som her oplases, for at begrundes i det
Uendelige. Med Udviklingen kommer det Eiendommelige atter frem, og det Ueensar-
tede viser sig. Paa forskjellige Betingelser bliver nemlig den fzelleds Mulighed til et
Forskjelligt, og hver udtreedende Function stiller nu sine Betingelser.

For f(x) = a+x = Ay + Ajx + A;x* + ... maa Ay blive = a, A; = 1, Ay, Az = 0.

For f(x) = ax = Ay + A;x + A;x* + ... maa A, blive = 0, A; = a, Ay, Az = 0.
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For f(x) = x% = Ay + A1x + Ayx*? ... faaer ligeledes kun et enkelt Led Betydning, [33]

dersom x er eenleddet; er x toleddet, t. Ex. = y + z, gjengiver Raekken Binomialformlen.
For f(x) = a* = Ay + A;x + Ayx* ... er det bestemte Udtryk allerede givet (S. 28).
For f(x) =logx = Ay + A;x + A;x*... "¢ kan en Reekkeudvikling ikke finde Sted,
dersom x er eenleddet. Da log 0 = +oo, saa vilde, naar x var 0, forste Led A, allerede
veere = oo, og tilintetgjore Reekkens Betydning. Seetter man derimod 1 + x istedetfor x,

faaer man:

x* X xt
log(1 =1 ——+t=——+..].
og(1+x) oge(x 2+3 4+ )

17

Tilfoies her de trigonometriske Functioner, cos x og sin x, og erindres, at cos(—x) =
cos x, og sin(—x) = —sin x, (cos 0 = 1 og sin 0 = 0), saa vil det Eiendommelige strax
vise sig, at cos x kun kan indeholde lige, og sin x kun ulige Potenser af x. Man faaer
da:'®

cosx =1+ A,x* + Ayx* + Agx® ...

sinx = A;x 4+ A;x® + Asx® ..

18Tages de brudne Exponenter med i Betragtning, indtraede igjen forskjellige Andringer i a* og
log x.

7Jvfr. Ramus. Algebr. og Funct. S. 87-88; neermere Oplysning under b.

BAnf. Skr. S. 88-90. 1) cosx = 1+ A;x + Ayx? + Asx® + Agx* ... (cos0 = 1, altsaa: Ay = 1)
cos(—x) = 1 — Ajx + Ayx? — Asx® + Agx* ... (—x giver, i ulige Potenser, Minus, i lige, Plus). Men
cos(—x) = cos x; skulle de 2 Raekker veere lige, +A; = —A;, +A; = —A;... saa maae Coefficienterne
med ulige Indices alle veere 0. Anvender man ved Fremstillingen af Reekken for sin x B istedet for
A, altsaa sinx = By + Bix + Byx? + B3x® ..., faaer man, da sin0 = 0, og B falgelig = 0, sinx =
Bix + Byx? + B3x® ..., (), og sin(—x) = —Bjx + Byx? — Bsx® + Byx*... (); men sin(—x) = —sinx
(Ramus. Trigonometri S. 8.), og ifelge () = —B;x — Byx? — B3x> ... For at Raekken (&) for — sin x kan
stemme med (f) for sin(—x), maae By, B, ... veere 0. 2) Af anfarte Reekker forskaffer man sig «) en
Udvikling for cos x - cos z, hvori der forekommer et Led: A,,A,x™z", ) en Udvikling for sin x sin z,
hvori forekommer et Led B,B,x?z9, og y) fra Trigonometrien (Ramus. Trig. S. 9.) de to Ligninger:
COSX - COSZ = l(cos(x + z) + cos(x — z)) og sinx-sinz = 1 ( cos(x — z) — cos(x + z)) og faaer
da af Reekkerne for Cosinus: A, A, = A w , og af Reekkerne for sin, sammenholdte
(p+q)(p+q 1) (p+1)

med Ligningerne for cos, ByB; = —A, = . 3) De angivne Relationer lede til bestemte
Udtryk for Coefficienterne, nemlig i Raekken for Cosmus Ap 121)1, A, = —3; 1 Reekken for Sinus:

4 6
B, =22 i , By = +1.1 Cosinusraekken haves da A, = —1, A, = % = g Ag = % = -

12.p °

: Qi . B, — _ 0 _ )
i Sinus-Raekken: By = 1, B; = *5.5— = 155, Bs = 53555 = To94s

2>

[34]
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Den Eiendommelighed, hvormed disse Functioner udtreede af Grundformlen, giver

sig naturligviis ogsaa tilkjende i Udviklingens Resultat:

x? xt x°
cosx=1-— + -
1-2 1-2-3-4 1-2-3-4-5-6
) x3 x° x7
sinx = x —

123 12345 1234567

Naar een Grundlov saaledes sondrer sig i forskjellige Udviklingslove, af hvilke enhver
igjen kan betragtes som serskilt Grundlov, for nye Udviklingslove, enhver af disse
igjen for nye o. s. v,, sees i Sammenheengen det Systematiske, og i den systematiske
Sammenhaeng den Maade, paa hvilken de endelige Relationer blive Bestemmelser for
det Uendelige. Her viser sig Forskjellen imellem System og Schema. Et Schema giver
kun endelige Rubrikker, men en systematisk Udvikling gaaer frem af Sagens indre
Uendelighed.

b) Functionernes Vexelforhold.

I et Schema gjeelde nominelle Definitioner, men motiverede Begrebsovergange i et
System.

Som exact Videnskab giver Mathematiken ikke blot exacte Definitioner, men viser
tillige, hvorledes Begreberne danne sig, og hvorledes de virke. Det er ikke Definitionen
paa en Logarithme, der leerer os, hvad en Logarithme er; vi leere det forelebig, idet vi
see den Sammenheeng, hvori Begrebet fremkommer; vi leere det tilgavns, naar vi see
den logarithmiske Function i dens mangfoldige Overgange, i Conseqvenserne af dens
alsidige Udvikling.

I et Schema hersker mekanisk Inddeling, men i et System organisk Leddeling.

Som exact Videnskab heevder Mathematiken exacte Inddelinger; man teenke paa de
elementeere Functioners Inddeling i enkelte og sammensatte, algebraiske og transcen-
dente, o. dsl. Men de saaledes inddelte Functioner holdes ikke fast indenfor afmaalte
Rubrikkers endelige Graendser. Man seer af Operationerne, at Greendsen overskrides,
og dog just haevdes, idet den overskrides.

Dette gjeelder t. Ex. om Greendsen mellem transcendente og algebraiske Ligninger.

a* = b” er transcendent; men igjennem xloga = ylog b skeer jo en Overgang til
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xloga
Yy=7

ogb

Det Samme gjeelder om Greendsen mellem den exponentielle Function og den

, som er algebraisk.

logarithmiske. I Reekken for den exponentielle Function blev (I, 2) Coefficienten: A; [36]

1
bestemt ved et logarithmisk Udtryk, nemlig A; = loﬂ, man erholder altsaa:
oge

. loga loga\® x? loga)® x°
a =1+ x+ + +
loge loge ) 1-2 loge/) 1-2-3

Da nu Logarithmen til Grundtallet altid er 1, veelges det System, hvis Grundtal er

e = 2,718281828459 ..., og idet Logarithmen i dette System betegnes ved [, bliver

2 x3

=14 (L Lay> v (Lay—— . .
a +(la)x+( a)1.2+( 61)1'2‘3

Man gaaer altsaa ikke alene indenfor Logarithmekategoriens Greendse over fra det
ene System i det andet; men man anvender Logarithmekategorien for at klare sig
Potenskategorien: der sperges om Veerdien af en exponentiel Function, og svares med
Veerdien af en logarithmisk; der sperges om Verdien af den logarithmiske Function,
og svares med Verdien af den exponentielle.

Det Samme gjeelder om Greendsen imellem den exponentielle Function og de
trigonometriske.

Seetter man i Ligningen: a* = 1 + (L. a)x + (L a)Z% + (L. a)31_"—23.3 + ... e istedetfor a,
og erindrer at [. e = 1, erholder man:

x x2 3
e=1+—-+—+ +
1 1-2 1-2-3

3 4

Den under a) anforte Ligning: log(1 + x) = loge (x — % + 153~ T233

(1 +x) =1+ 2x+ 22052 4 y0DO=2 33 9y (1 4 )y = 1 4 08D, 4 o0 (Lix g d at
x 1 12 X 123 % o x loge Y T108({ 155¢ ) 12~ Veda

ordne disse Raekker efter stigende Potenser af y, og derpaa sammenligne dem.

) er saaledes udviklet:
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Seetter man i denne Ligning x +/—1 istedetfor x, erholder man:

o S x\/_ (x+/-1)° (x\/—_l)3 (x/-1)*
¢ = 1 1-2 123 " 1.23-.4°

2 3[ x4
=1+xv-— —1

1-2-3 1.2-3-4"

L)

thi Potenserne af v—1 danne en Periode af 4 Led: V-1, —1, —v/—1 og +1, som gjentage
sig i det Uendelige.

Multiplicerer man nu Ligningen sinx = x — 75 + 13 35 = ﬁ ... med -1,
erholder man sin xv—1 = x+—-1— xl\z/: ... hvilken Veerdi netop svarer t11 2det og 4de
Led o. s. v. i Rekken for e*V~!, medens Vzrdien for cos x, nemlig: 1 — & + ﬁ svarer

til 1ste, 3die og 5te Led, o. s. v.

Altsaa er i V1 = cosx + J—1sinx, og, naar man istedet for x+/—1 seetter
—x+—1,i eV = cosx — Y—1sinx, den exponentielle Function udtrykt ved den
trigonometriske; hvoraf da endvidere folger, at den trigonometriske tillige lader sig
udtrykke ved den logarithmiske. Er nemlig e*V=! = cos x + +/—1 s n x, saa er jo ogsaa

—1 = 1. (cos x + +/—1sin x)%.

Det systematiske Samqvem imellem den exponentielle Function og de trigonome-
triske er altsaa bragt istand ved Anvendelse af en imagineer Sterrelse, J—1; men en
imagineer Sterrelse horer jo, ifelge Definitionen, til det Umulige. Ved det i sig Umulige
er da en virkelig Reduction bleven mulig: hvorledes er nu dette at forstaae?

Vilde Nogen svare: v/—1 er baade umulig og dog mulig; da vilde den formelle Logik
maaskee tyde Svaret saaledes: v/—1 er i een Henseende umulig, forsaavidt her nemlig
kreaeves et Tal, som ophgiet til 2den Potens skulde give —1, i en anden Henseende
derimod mulig, idet man, ved f. Ex. at oplefte /—1 til 2den Potens, jo faaer en reel
Sterrelse, —1, ud. Dette kunde saa vaere et Exempel paa den Seetning: diversus respectus
tollit omnem contradictionem.

Men med al Respect for diversus respectus er en saadan Modsigelsens Lgsning

dog kun formel, og det blot Formelle det Overfladiske. Med dette Overfladiske kan

2 De trigonometriske Linier ere som Functioner af Cirkelbuen reductible til den exponentielle
Function, og Cirkelbuen som Function af de trigonometriske Linier reductibel til Logarithmen."Ramus.
Algbr. Functsl. S. 15.
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Videnskaben ikke slaae sig til Ro: Mathematiken skrider til Operationer; Philosophien
folger efter, og seer paa det Dialektiske.

Dersom man med den logiske Seetning: possibile est, quod non implicat contradictio-
nem, kunde, hvad Begreberne angaaer, holde sig til nominelle Definitioner, vilde man
snart blive feerdig med Adskillelsen af det Mulige og det Umulige?!; men en grundig
Adskillelse er betinget ved Systematik.

Mathematiken leerer os, naar vi felge dens systematiske Udvikling, at Meget er
muligt, som ved forste Qiekast synes umuligt, og, omvendt, Meget i Grunden umuligt,
som en Uindviet let antager for muligt.

Ja, saa dialektisk er Mulighedsgraendsen, endog paa det mathematiske Omraade, at

den exacte Videnskab selv i mange Puncter endnu neppe formaaer at holde den fast.?

?1Paa denne Maade vilde en rund Fiirkant vel veere umulig, men neppe et regulzert Heptaeder.

2For ikke at opholde os ved Spergsmaal som: er det muligt, at finde en omfattende Lov for Bestem-
melse af Primtallene? er det muligt, at finde en endelig Oplasning for den almindelige Ligning af nte
Grad? er det absolut umuligt at bringe Cirklens Qvadratur under endeligt Udtryk, absolut umuligt,
at 7 kan veere periodisk? o. s. v. ville vi i denne Sammenheeng lidt neermere udheeve Striden angaa-
ende de imaginzre Storrelser. Altsaa: 1) er +/—1 en absolut Umulighed? Da (—a) frembringes af (+a)
ved at multiplicere denne Storrelse med (—1); saa kan man anskueliggjore sig Betydningen af denne
Multiplication ved Omdreininger.

D

+b

A——g1—.— B

-b
C

En Omdreining paa 90° betegnes da ved +a J-1; paa 180° ved +a-1J-1 = a(-1) = —g; paa 270°
ved a(-1)V-1 = —aVJ—1; paa 360° ved —aJ-1J-1 = —a(-1) = +a. Men saa maa man rigtignok
forbinde saa ueensartede Begreber som Multiplication og Dreining. Har man, idet Coordinatsystemets
Begyndelsespunkt er i Centrum, Z—i + Z—z = 1 som Ligning for Ellipsen, saa kan man ved at szette

b = J=1b’, og folgelig b> = —b’* erholde: Z—z - by—,zz = 1, som er Hyperblens Ligning. Det umulige og
desaarsag imaginzre v/—1 bliver altsaa dog paa en Maade reelt, og desaarsag muligt. 2) Ere Logarithmer
af negative Storrelser mulige? Ved flygtig Betragtning skulde det synes, som var her Intet iveien? Man
har log(a?) = 2log a, og log(—a)? = log(a?); hvor nzr ligger da ikke den Slutning, at log(—a)? ogsaa
maa veere = 2 log(—a), og dog er Slutningen falsk. Man har, naar a og b ere positive, Ja- Vb. = vVa- b;
men da /—a er umulig, gjeelder ovenstaaende Ligning ikke for negative Sterrelser. Man kan ikke
sige (V—a)’> = J—a y—a = /(—a)? = Va? = +a, thi det er kun /—a, som ophgiet til 2den Potens
giver —a. I Striden mod Bernoulli indsaae Leibnitz det Sande, men savnede Midler til at afveebne sin
Modstander; i Striden mod d’Alembert anvendte Euler Formlerne: a* = 1 + (l.a)T + (L a)zf—; + ...,

[39]
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At Greendserne heevdes, idet de overskrides, viser forgvrigt, hvorledes Definitioner
og Overgange, mekanisk Inddeling og uendelig Articulation betinge hinanden i et
videnskabeligt System. Forsaavidt de enkelte Functioner stilles som i Rubrikker ved
Siden af hinanden, og holdes imod hinanden, stilles de realistisk: jo fastere den endelige
Modsetning holdes, desto steerkere er Realismen. Den mathematiske Praktik betvinger
imidlertid selv denne Realisme, idet den lader enhver af de adskilte Functioner optage
de ovrige i sin Selvudvikling. Hver Function vender altsaa gjennem de ovrige tilbage i
sig selv, har altsaa de gvrige som Momemter i sin Begrebsbestemmelse og sit Indhold;
dette er det Idealistiske. For Realisten ere Relationerne endelige, for Idealisten ere de
uendelige: i en gjennemfort Systematik blive de endelige Relationer begrundede i det

Uendelige.
c) Taylors Rakke.

Den systematiske Sammenheng af endelige Led, der articulerer den indre Uende-
lighed, er i alle Puncter umiddelbar og dog uendelig formidlet.

Vilde imidlertid Nogen sige: ,vor Erkjendelse er altsaa kun umiddelbar, fordi den
er saa uendelig middelbar", skulde vel en saadan Yttring let blive opfattet som Beviis
paa Spidsfindighed og dialektisk Ordspil.

Dog Gyldigheden af den opstillede Seetning vil netop indlyse umiddelbart, naar
Forstaaelsen forst er bleven formidlet.

I en Kjeede af materielle Led gjeelder det ganske vist, at, medens forste og andet
Led ere i umiddelbar Sammenhaeng, ere forste og tredie Led kun i en middelbar, forste
og fjerde i en endnu mere middelbar Forbindelse. Men med en saadan Udstykning af

Umiddelbart og Middelbart er Begrebet: »indre Uendelighed"uforeneligt.

eV = cosx + sin x V-1, og I(cos x + sin x /=1) = x+/—1 og fandt i disse Formler Udgangspunkter
for klare Beviser. Settes nemlig Formlen: 2™ V=1 = cos(2pm + y) + sin(2pr + y)v/—1, idet p =
et hvilketsomhelst heelt Tal; seettes endvidere a = r cos(2px + y), b = rsin(2pz + y), erholder man
ad Reductionernes Omvei (jvfr. Ramus. Algbr. Functsl. S. 92-94) felgende Formler til Sammenligning:
() La*=1'a®+2pry—1; () L.a> = 2I'a + 2pr/—1; () 2l.a = 21.'a + 4p'm /-1 (idet Ligningen
l.a = I'a+2p' 7 J—1 multipliceres med 2); (IV) 2I(—a) = 2[*(a)+2(2p'* +1)7 /~1 (da man har I(—a) =
I'a+ (2p'! + 1) /=1). Sammenlignes IV med III, saa bliver 2I(—a) = 2[(a), naar 4p* = 2(2p'! + 1),
eller, naar 2p! = 2p'" + 1; men dette er umuligt, da et lige Tal aldrig kan blive ligt et ulige. Ifolge de
gvrige Sammenligninger faaer man ud, at de Led, I/(—a) have feelleds med /. a i den uendelige Reekke,
tilhobe ere imaginere. En reel Logarithme af —a er altsaa dog en Umulighed.
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I den intellectuelle Sammenhzeng taler man vel ogsaa om Yderleds Forbindelse ved
Mellemled; men, jo dybere Indsigten gaaer, desto mere opleses de endelige Mellemled
som Begrebsbestemmelser i Yderleddenes inderlige Eenhed.

For ikke at bleendes af Middelbarheden i de indtreedende Mellemled, maa man
see paa Lysvirkningen, og klare sig Forskjellen imellem det Gjennemsigtige og det
Uigjennemsigtige.

Hvad den sandselige Lysvirkning angaaer, er det jo Mellemleddenes Dunkelhed, [42]
Midlernes Endelighed, som lader os fole det Middelbare.

Den, der vil kjende Skikkelser, der beveege sig bag en Skillemuur, maa ad en Omvei
skaffe sig Underretning, og meerker sig derved det Middelbare. Er det nu ikke en
Muur, men en gjennemskinnende Rude, der adskiller Beskueren fra Gjenstandene,
begynder det Middelbare allerede at forsvinde: han seer jo umiddelbart Skyggerne
beveege sig, skjgndt Ruden fornemmes som fjernende Mellemled. Er Ruden af reent
gjennemsigtigt Glas, generer Mellemleddet slet ikke; veebnes dertil endnu Qiet med
Kikkertens Glar, saa have vi her et Exempel paa Mellemled, som istedetfor at fjerne
de tilsvarende Yderled, Beskueren og Gjenstanden, tvertimod bringe dem hinanden
neermere, istedetfor at binde dem ved det Middelbare, endog lader dem mades i forhgiet
Umiddelbarhed.

Er den paagjeeldende Forudsaetning indlysende, da er ogsaa dens naermeste Con-
m+n)(m+n-1)..(m+1)
_& '12 -3...n

m
da er det ogsaa umiddelbart indlysende, at A,,A; maa veere, forn = 1, = A4 ;

1 bl
m+1
er Ligningen A,A; = AmHT umiddelbart indlysende, da er ogsaa Ligningen:

seqvens indlysende. Har man forst indseet, hvad det vil sige: A, A, = Apin

bl

A, = mm+Ai umiddelbart indlysende.

Men saaledes forholder det sig jo med alle Overgange i den heiere som i den lavere
Mathematik. Hver Seetning maa i sin seeregne Sammenheeng indlyse umiddelbart, og
dog er i denne seeregne Sammenhzeeng netop det Middelbare. Jo mere Sammenhengen
klares, jo mere gjennemsigtige Mellemleddene blive, desto mere vil derfor ogsaa det
Middelbare opgaae i hgiere Umiddelbarhed.

Det er for den mathematisk Dannede ligesaa let at gjennemlebe Beviset for A, A, = [43]

m+n)(m+n-1)..(m+1) .

Anin 2.3 n i ovenanferte Sammenhseeng, som for Begynderen
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at forstaae den Slutning: A > B, B > C, altsaa A > C.

Betragte vi Ligningen:
flx+h)= Ay + A(x +h) + Ay(x + h)* + As(x + h)* ...

som en uendelig Kjeede af endelige Led, da lader det sig bevise, at der i en saadan
Kjeede er Mulighed til uendelig Formidling af Leddenes Sammenheng. Methoden,
Formidlingens Vei, er paa een Gang Omvei og Gjenvei.

Da f(x + h) endnu ikke er neermere bestemt, kan man for det Forste stille den
Betingelse, at de forgvrigt ubestemte Coefficienter, Ay, A;, A, ... skulle veere Functio-
ner, nemlig forskjellige Functioner af x, ikke af h, og, for at minde om Betingelsens

Opfyldelse, skrive Raekken saaledes:
f(x+h) = Q)+ A+ LR+ R +... fu(OR ™+ = X+ X h+Xoh2 + X5h -+ X h™ ...

For at sikre os en alsidig systematisk Sammenhaeng, stille vi for det Andet den
Betingelse, at den uendelige Raekke udvikles saaledes, at dens Led igjen kunne udvikles
i uendelige Reekker.

For at denne Betingelse kan opfyldes, anbringe vi for det Tredie endnu foruden h
en Tilveext, k, og forskaffe os derved en dobbelt Udvikling, idet k paa den ene Side
leegges til h, paa den anden Side til x.

Endelig maa for det Fjerde den Betingelse endnu tilfeies, at Functionen veelges
saaledes, at man udtrykkelig faaer: f(x + h+ k) = f(x + k + h).

Disse ere altsaa vore neermeste Forudsetninger; vi skulle nu preve disse Forudsaet-
ningers Conseqvenser.

I Reekken (I):

flx+h+k)=Xo+ Xi(h+ k) + Xp(h+ k)’ + ... Xopn(h + K)™ " .

[44] kan af det sidst anferte Led udvikles en uendelig Reekke, som blandt sine utallige Led
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maa indeholde folgende:

m+n)(m+n-1)...(m+1)

Xm+n 1 . 2 n

I Reekken (IT) med dens Reekker:

f(x +k+ h) = f(x + k) (: XO + X()’lk + XO,zkz Xo’nkn )
+filx + k)h (= X;h + X 1hk + ... X; ,hk" ...)
+ﬁ(x + k)hZ (: X2h2 + Xz,lhzk Xz)nhzkn )

+ fu(x + KR (= Xpuh™ + X Bk + .. X B L)
haves altsaa X, ,h™k", ifelge de ubestemte Coefficienters Methode,

(m+n(m+n-1)..(m+1)

= Xn+n 1-2 1

I slige Sammenstillinger hersker Middelbarheden: Methodens Vei er en Omvei.

At nu denne Omvei just er en Gjenveli, idet de ved Mellemled fjernede Yderled
bringes hinanden uendelig neer, kan i denne Sammenheeng ligesaa let paavises:

Man har, ifelge (I), X;(h + k) = X;h + Xk, og, ifelge (1), X, 1k, og altsaa ifelge de
ubestemte Coefficienters Methode, X,; = Xj; heraf sees da, at X,,; fremkommer af
X» paa samme Maade, som X,; = X; af Xj.

/
x
Seettes nu X, = f(x), og X; = g ), saa faaer man, idetm=1,=2,--- = n, ...

X1 f7x) _ f//(x)

X=X, = =1
1+1 2 2 2 12
///()
X = X; = X2,1 = fl'Zx = f”/(X)
LT T g 3 1-2-3
X, "(x
X 2 Ko _ G
n 1-2...n

Kjender man altsaa den Maade, hvorpaa X; fremkommer af X, saa kjender man [45]

med det Samme den Maade, hvorpaa hvert efterfolgende Led fremkommer af sit fore-
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gaaende. Er Relationen mellem forste og andet Led indlysende, bliver med det Samme
Relationen mellem forste og tredie, forste og fjerde, forste og tusinde Led indlysende.
Gjenveien betinges deraf, at Middelbarheden heeves til hgiere Umiddelbarhed — i
Indsigtens Dybde.

Ere nu Coefficienterne, paa de angivne Betingelser, bestemte som Functioner af x,
kan Reekken:

f(x+h)= f(x)+ AR+ GO + )R + ... fu(x)R™ ...

skrives:

3 hm

Flx+h) = f(x)+f(x) +f”() +f”’<> SO,

Denne saakaldte Taylorske Raekke kan, naar man, efter at have frembragt f’(x),

f"(x)... af f(x), seetter x = 0, og h = x, igjen omformes til Maclaurins Reekke:

m

£ = O+ FOT + PO+

Fastholde vi altsaa Identiteten af Omvei og Gjenvei, da viser nu et Tilbageblik tillige, at
Methodens uendelige Formidling paa een Gang skyldes den nedvendige Sagbeveegelse
og den frie Tankebevegelse.

AZx?
12 123 .

Alx _+_

Vi have Formlen: a* =1 + . det er udtrykkelig vor Opgave, at
finde A;; men det bestemte Udtryk for A, felger ingenlunde af Formlen paa samme
Maade, som af A > B, B > C folger A > C.

Opgavens Losning er nedvendigviis betinget af den givne Sammenhaeng, men det
er dog Tanken, der stiller sig Opgaven, og udfinder Veien.

At seette x = — seer ved forste Qiekast ud som et sindrigt Paafund, thi det er en
Udveli, Friheden har1 fundet; men, neiere overveiet, er Udveien foreskreven. Frihedens
Valg er grundet i Sagens Nedvendighed.

Vihave Formlerne: a* = 1+(L. a)x+(l. a)* 35 +(l a)® 1’“;3 .. oget = 1+34+5 +m

Opgaven er at finde en systematisk Sammenhaeng mellem den exponentlelle Function

og de trigonometriske. Det nedvendige Mellemled ligger i Sagen; men der herer en
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Euler til for at opdage Mellemleddet.

Vi have i Formlen:
flx+h)= Ay + A(x +h) + Ay(x + h)* + As(x + h)* ...

Mulighed til utallige Reekkeudviklinger. De Betingelser, der stilles, de Retninger, der
tolges, den hele Methode er her ligesaalidt en umiddelbar Folge af Nodvendigheden
som et tilfeeldigt Product af Vilkaarligheden.

Det er Sagen, der yder Betingelserne, men den frie Teenkning, der veelger Betingel-
serne; det er Sagen, der afgiver Forudsetningerne, men den frie Teenkning, der ordner
Forudseetningerne; det er Sagen, der leverer Midlerne, men den frie Teenkning, der

fastseetter Maalet. Maalet er i denne Sammenhaeng en Analyse af det Uendelige.

I1I.
Det Uendeliges Analyse.

I Tilneermelsen til et Uopnaaeligt fandt Uendelighedsproblemet forst sit beskuelige
Udtryk; de endelige Relationers indre Uendelighed viste os derneest Veien til Problemets
Losning.

At en saadan Lesning ikke alene vedkommer Mathematiken, men i heieste Grad
Philosophien, kan allerede sees af den Modsigelse, hvori Knuden er knyttet. Modsigel-
sen er, at det Uendelige er i uopnaaelig Fjernhed (Asymptoten), fordi det allevegne er
det Endelige saa uendelig neer (trigonometriske Functioner).

Folge vi, som hidtil, det mathematiske Spor, bliver den uopherlige Tilnzermelse
nermere at bestemme ved Functionsgreendsen, Limiten*, den Graendse, hvortil en
Function af x convergerer, idet x enten voxer eller aftager i det Uendelige. Hvad
det Uendeliges, saa at sige, Allestedsneerveerelse i det Endelige angaaer, henvises vi
derneest til Differentialet, den Uendelighedsforskjel, der opkommer imellem f(x) og
f(x + h), idet h betragtes som uendelig lille Tilveext til x; endelig til Integralet, det

2Ramus. Algbr. Funct. S. 78-79.

[47]
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Udtryk, som viser, hvorledes man igjennem det Uendeliges Omveie finder Gjenveien

til det Endelige.
1) Functionsgraendsen.

I Ligningen: Lim f(x) = f(o0) = c er ¢ den Veerdi, den Greendse, hvortil f(x) mere
og mere neermer sig, idet x bliver storre og sterre, en Greendse, som dog ferst opnaaes,
idet x bliver = oo, altsaa ved uendelig Tilnsermelse.

Exempel:
a+ a;x+ ax*+ ... a,x"

b+ bix+ byx?+... b,x"

fl)=

Saaleenge x kun er en endelig Storrelse, kan intet af Leddene bortkastes; imidlertid

kan man dog ved at dividere med x" omforme den hele Qvotient uden at forandre

dens Veerdi. Altsaa:
a a, as
; o 2 +...a,
— L+ 2 4 b,

xn xn—l xn—2
Omformningen viser, at de Led i Teeller og Neevner, som ere dividerede med x, faae

mindre og mindre Veerdi, jo mere x voxer. Seettes nu x = oo, erholdes:

a a, as
f(oo):Q+Oon-1+oon-z+"'a":0+0+0+...an:@20
b by N b, Cb 0+0+0+..b, b,

ool ooh—1 oco—2

I Ligningen:
lim f(x) = £(0) = ¢!

betegner ¢' den Veerdi, den Greendse, hvortil Functionen neermer sig, idet x bliver
mindre, men som kun naaes i uendelig Tilneermelse, forsaavidt den forst naaes, naar

x =0.
+ a;x + axx® + ... a,x"
Exempel. Af f(x) = Z " Zf{ " Zz; - ann sees, at alle de med x multiplicerede

Led maae faae en desto mindre Veerdi, jo mindre x bliver. Bliver x tilsidst = 0, faaes:

a+a0+a0%+..a,0" a |,
=—=/.
b+b,0+b,02+...b,00 b

f0) =
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Men, kunde man indvende, det er jo saa langt fra, at man endnu seer nogen Forskjel
imellem 0" og co! imellem 0" og 0' at det endogsaa synes, som om 0 og oo, selv naar
de indferes ad Tilnseermelsens Vei, dog alligevel vedblive at udslette al Forskjel imellem
de endelige, bestemte Storrelser.

For at fatte den Relativitet, som Tilneermelsen indferer i det Uendelige, maae vi
betragte de uendelige Starrelser, 0 og oo, deels i Forhold til de endelige, deels i Forhold
til hinanden indbyrdes.

a>b; mena-co=b-00, a-0=0>-0.

. ) 1 . 1000
Lim(x) = o0; Lim (—) =Lim—— = 0.
x x

1 1000
lim(x) =0; lim— =lim —— = oo,
x x

Altsaa vil enhver endelig Sterrelse i Sammenligning med det uendelig Store vaere
forsvindende; og ligesaa vil det uendelig Lille veere forsvindende i Sammenligning
med enhver endelig Sterrelse. Forsaavidt Endelighedsgraendsen er forsvunden, haevde
0 og oo endnu deres Rang med det Uendelige; men forsaavidt det Forsvundne viser
tilbage til en Forsvinden, og denne Forsvinden til Tilneermelsen, stige 0 og oo ned fra
Uendelighedens absolute Hoaide, og indgaae i Beregning med endelige Storrelser.

Vi kunne tydeliggjore Sagen saaledes. I Formlen 2 = 1 kan x gjerne forandre sig,
blive sterre og sterre, mindre og mindre, uden at den paagjeeldende Qvotient forandrer

sig. Lim% = £ er altsaa ikke leengere et ubestemt Udtryk, men ganske bestemt = 1;

ligesaa bestemt er lim £ = ? = 1. Hvad der gjeelder om Qvotienten %, gjeelder ogsaa

2 3 n 2 . 2 2 . 2 2

om x; x; "7 0. s. v. Altsaa: da"; = x, erle"; = > = oo, oghm"; = % =0.Da

n — . n n _ . n n _

X I saaer Lim: = = =oo" ! oglim* =% = 0",
x o) x 0

X

= x"

For at see, hvorledes den Modsigelse, der ligger i Begrebet: uendelig Sterrelse,
opleses i den mathematiske Fremstilling, kunne vi for et Qieblik lade den uendelige
Tilneermelse standse for en endelig Greendse. Hvor denne Greendse settes, er i Begrebet
ligegyldigt, da den kun szettes, for eieblikkelig at overskrides.

Storrelsen 1000,000 forestiller for et @ieblik co, Qvotienten —— vil da nedven-

1000,000
digviis forestille 0.

[49]

[50]
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I Overeensstemmelse med ovenstaaende Formler ville vi altsaa erholde:

1

1000,000 _ oo oo _ 0 _
e N
1000,000 oo 000006 ©
(1000,000)*  oo?
o0 = = = 1000,000 = oo;
s o0
(o0tom) 02
1000,000/ 0_ — 1 =0
e 0  1000,000
1000,000)> o3
W = — =1000,000? = co?;
y o0

1 3 2
Gwom) _ 0 _ (1 \'_ 0*
1 0 1000,000

1000,000

Den Indvending, at 1000,000 er uendelig langt fra oo, og m folgelig ligesaa langt
fra 0, betyder Intet; da Endelighedsgreendsen kun er sat, for at overskrides, vil man
ikke blot kunne lade 1000,0001%°%% jstedetfor 1000,000 forestille oo, men, hvad her er
det Afgjorende, tillige indsee, at Forholdsleddene kunne forandres i det Uendelige,
uden at det bestemte Forhold derved i mindste Maade forandres.

Det er saa langt fra, at 0 og co udslette al Sterrelsesforskjel, at de omvendt give
den endelige Forskjel en uendelig Betydning. Er her imellem x* og x en bestemt

[51] endelig Forskjel, fordi x er endelig, saa er her nu tillige imellem o? og o en bestemt
Uendelighedsforskjel, og ligesaa imellem 0% og 0.

Istedetfor at spreenge det Endelige, og med det Absolutes tilintetgjerende Overmagt,
saa at sige, knuse det Relative, ere 0 og oo snarere, for at bruge et billedligt Udtryk,
som gode Guder nedstegne i Endeligheden, at forheie det Relative og bevare det i alle
Forandringer Uforanderlige.

Det Uendelige bliver endeligt, at det Endelige kan blive uendeligt. 0 og o ere
ikke leengere absolute; her er ikke mere nogen absolut Forskjel imellem 0, 1, co. I
Sammenligning med 0 er 1 = oo, sammenlignet med o er 1 = 0. I Forhold til co® er
oo = 0; i Forhold til 0% er 0 = oo.

Den samme Lov, der opretholder et bestemt Forhold af endelige Led, vedbliver
endnu, efter at Leddenes Endelighed er forsvunden, veere sig i 0 eller i oo, at opretholde

det samme Forhold; men naar det er beviisligt, at Forholdet for det Uendelige bliver
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det samme, som for det Endelige, kan det Uopnaaelige siges at veere opnaaet.

Den Dialektik, at det Uendelige er som det Endelige, og det Uopnaaelige i hvert Nu

opnaaeligt, fyldestgjor Mathematiken paa mangfoldige Maader ved sine Operationer
med de uendelige Reekker af Formlen: f(x + h).

Har man, for at veelge et bestemt Exempel, en Function af een Variabel f(x) = %,
x
som for en speciel Veerdie, x = a, antager Formen %, idet ¢(a) = 0 og ¥(a) = 0; da

kan den sande Veerdi af et saadant Udtryk bestemmes ved at sege Udviklingerne af
@(a+ h) og Y(a + h) efter stigende Potenser af h,

p(a+h) = Aih™ + Ah™ + Ash™ + ..

y(a+ h) = BihP' + B,hP* + BshP + .

hvor « og f§ ere positive, efterdi h = 0 skal reducere begge Udviklingerne til 0. Man
har da:

[52]
¢(a+h) Y e
+h)=""—"=pu M
fla+h) Y(a+h) By + ByhPr P + BhP b + .
Ved at seette h = 0, faaer man:
¢(a) s A
(a) = — onh Laa
! y(a) B,

Tre Tilfeelde ere nu mulige: ) &y > fi; 00 — f1 = +nl 1) ay < fy; a1 — B
a; = fi; o — B = 0. Altsaa:

—n'. 10)

A O0MA, 0
I =0" .- — = = —=0.
) f(a) B, - B, "B

1 A 1 A A

m f(a)=0"-— - ==

= n = =
B, 0" B, 0
A A A
m) f(a)=0"-—F=1.""%==2
B, B, B

Af Storrelsen h sees her, hvad det vil sige, at det Endelige kan veere som 0, og 0 som et
Endeligt.

24Ramus. Differential- og Integralregning 1844. S. 12-13.
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Ved uendelig Tilneermelse saettes ha=P = gu=F1 thi dersom 0 var en absolut
Negation, vilde Udtrykket: 0% jo veere aldeles meningslest. Forsaavidt her kun er
en Tilnsermelse til 0, ikke det absolute 0, er det Uendelige endnu, som for, det ved
Tilneermelsen Uopnaaelige.

Men den uendelige Tilneermelse kan dog heller ikke forstaaes saaledes, at h behol-
der en endelig, om end kun heist ubetydelig Veerdi, og derfor med en vis Omtrentlighed
og ligesom paa Slump szttes = 0. Her er i Ligningen: h* %1 = 0%~/ ikke fjerneste
Anstregg af det blot Omtrentlige, ikke mindste Spor af det Ungiagtige. Ligningen
h*=Pr = 0%~P1 er i Begrebet exact, som Ligningen: A = A.

Men er Ligningen exact, saa er det Uendelige jo i Functionsgreendsen gaaet sammen

med det Endelige, og det Uopnaaelige altsaa dog opnaaet.
2) Differentialet.

Forsaavidt her er Tale om Tilneermelse, ligger det Uendelige bestandig udenfor det
Endelige, og er desaarsag det Uopnaaelige. Til Opnaaelse af det Uopnaaelige maa her
da fra dette Standpunkt gjeres et Spring; men, for at der dog heller ikke skal springes
Formeget over, maa Springet saa igjen veere tilstraekkelig forberedt ved Tilnsermelse.

Denne Synsmaade har sin Betydning ved endelige Beregninger. Hvormange De-
cimaler man f. Ex. skal tage med af Tallet 7, beroer paa den Neiagtighed, hvormed
Beregningen udferes; man kan i visse Tilfeelde neies med 5 Decimaler, man kan jo
ogsaa gaae til 10, til 50, til 100 o. fl. Men i alt Sligt hersker Omtrentligheden: en endelig
Accorderen om Spring og Tilneermelse er desaarsag vildledende, naar det gjeelder om
Indsigt i det Uendelige.

Det er da ogsaa i Mathematiken let at paavise, hvorledes det Uendelige kun adskiller
sig fra det Endelige, som ved et Spring, forsaavidt det selv springer ud af det Endelige.

Af a = afelger uimodsigelig a—a = 0, og omvendt folger af a—a = 0 uimodsigelig
a = a. Tyde vi disse Ligninger i logiske Domme, sees Forskjellen mellem det Endelige
og det Uendelige som en Forskjel imellem det Positive og det Negative, imellem Det,
som forestilles, og Det, som teenkes.

Opfattet som positiv Dom, udsiger a = a, at det Endelige er, hvad det er, og

forholder sig til sig selv umiddelbart, uden al Negation; opfattet som negativ Dom,
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udsiger a — a = 0, at det Endelige, for at kunne udelukke Negationen og forholde sig
til sig selv, maa sikkre sig Forholdet ved Negationen og altsaa dog optage Negationen

i Forholdet: a er en Forestilling, 0 et Begreb.
1 1
I Qvotienten = — 4+ — + — + ... bliver Uendeligheden forestillet som en sig
a-a a a a
fortseettende Endelighed, en endelgs Endelighed, et Endeligt, der aldrig faaer Ende; i

1 1
= — = oo seer Tanken derimod det Uendelige som et i Qvotienten udtalt Begreb, [54]

a—a
en indre Forholdsbestemmelse, for hvilken de endelige Led kun ere Momenter.

I Ligningen 2 = 2, er et Endeligt forestillet uden Hensyn til det Uendelige; i

1 1 1\° 1\’
=l (o) A 2) +
1-1 2 2 2

er et Uendeligt forestillet ved Hjeelp af det Endelige; i Qvotienten:

1 1 1\°
=l (o) =2
1-1 2\ 2

er Identiteten af det Endelige og det Uendelige at see som i et Begreb.

Ligningen:

For at udelukke det Omtrentlige og fastholde Begrebet, har Mathematiken da ogsaa
med skaerpet Opmaerksomhed udheevet Meerket paa uendelige Reekkers Convergens®.

Forskjellen imellem divergente og convergente Raekker er tilligemed Forskjellen
imellem uendelige Sterrelser af lavere og hgiere Orden, 0% forsvindende mod 0, o for-
svindende mod co?, begrundet i ,Functionsgraendsen", og denne Graendsebestemmelse
desaarsag en ufravigelig Forudseetning for Bestemmelsen af Differentialet.

At Differentialet netop maa bestemmes ved en Functionsgreendse, hvori det Endeli-
ge enes med det Uendelige som med 0, altsaa: som med sin egen Negation, lader sig, ifal- [55]
ge Mathematikens Anviisning, fremstille saaledes: er f(x) = y, saaer f(x+h) = y+k;
ert. Ex. f(x) = x* = y,saaer f(x+h) = (x+h)* =x*+2xh+h*=y+ k. Danu

2 I enhver convergent Raekke'(s, = ug + u; + s + u,) yer Limu, = 0, men dette er alene en
nedvendig, ikke en tilstreekkelig Betingelse for Convergens, thi et uendeligt Antal af positive Led kan
give en Sum = oo. Derimod, naar r, betyder Summen af alle de efter u, folgende Led, w11, Upia, tUnis ...
i det Uendelige, hvilken kaldes Resten af Reekken, saa vil Lim 7, = 0 udtrykke baade en nedvendig
og tilstraekkelig Betingelse for Reekkens Convergens, thi man kan da stedse gjore n saa stor, at r, er
mindre end en hvilkensomhelst opgiven Sterrelse, hvorved s, bliver bragt ligesaa neer som man vil til
en vis Greendse."Ramus. Algebr. F. S. 79-80.
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x? = y, saa bliver k jo ikke = h, men = 2xh + h%.

Er h = 0, er her slet Intet af det Endelige, ingen Tilveext for x; saa er f(x+0) = f(x),
saa er ogsaa k = 0; her er ingen Forskjel, altsaa intet Differential. Er h endelig, saa er
Forskjellen mellem f(x + h) og f(x) ogsaa endelig; her er da en Differens, en endelig

Sterrelse k, men Intet af det Uendelige, intet Differential.
a) Functionsgraendsen og Differentialcoefficienten.

Som uendelig lille Tilveext til x, maa h veere baade Noget og Intet, dx, Differentialet
af x; som uendelig lille Tilveext til y, maa k ligeledes veere baade Noget og Intet, dy,
Differentialet af y.

I Forhold til en hvilkensomhelst endelig Sterrelse ere dx og dy begge = 0; men til

hinanden indbyrdes ere de desuagtet i et ganske bestemt Forhold: d_y =5 ligesaa
x

bestemt, som f. E. Y eller som 2 eller som 3 Her viser sig den indre Sammenheng
x
imellem Functionsgreendsen og Differentialgvotienten, eller, som den ogsaa kaldes,
Differentialcoefficienten, en Sammenheng, der articuleres i Anvendelsen af Taylors
Raekke.

Af

3

f(X+h)—f(x)+f(X) +f7(x ) +f'”( )1

3

erholdes: f(x+h)— f(x) = f'(x) - +f”(x) f’”( )
med h,

., 0g, ved at dividere

f(x + h) - f(x) 1/ 1/ 2
p —f()+f(x) +f()123

Saaleenge h er en endelig Sterrelse, kan intet Led af den uendelige Reekke bortfalde,
uden at en Uneiagtighed viser sig; seettes h derimod = 0, bortfalde alle Led med
Undtagelse af det forste, f'(x). Da nu, som vi have seet, h ikke umiddelbart kan settes
= 0, medmindre man vil have f(x + 0) = f(x), og derved tilintetgjore dx; saa seettes,

i Kraft af den Lov, der gjeelder baade for Endeligt og Uendeligt,

lim [N @)y koy ko dy

h - h hdx =

eller forste Differentialcoefficient af f(x).
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Opfattet som Functionsgreendse, lim f(h) = f(0), er f’(x) som eneestaaende at
see under Synspunktet af et Uopnaaeligt; opfattet som Differentialqvotient betyder

d
f’(x), at det Uopnaaelige dog alligevel er opnaaet, idet Qvotienten d_y er en neiagtig
x

bestemt Function.
See vi tilbage paa f(x) = x* = y, f(x + h) = (x + h)> = y + k, saa er, da
(x + h)? — x*

p =2x+h,

2 _ 2
Gth)y—xt . k_dy _0_,

lim h hodx 0

b) Differentiation®.

d d
Er f'(x) = d_ic)’ og altsaa dy = f'(x) dx, saaer f'(x + h) = &, k’, altsaa:

dx
/ dy / dy ,
TR NN 1T e
lim p = lim 5 = lim pE
= f"’(x);men k' =d- ?, altsaa er [57]
x
K d- dy
lim — = dx
T T

dZ
hvilket skrives d_); og d*y = f”(x)dx? paa tilsvarende Maade udvikles tredie
x

Differentialcoeflicient: P
d . d_x:); — @ — f////(x)
dx dx3 ’

d4
og d’y = f”’(x) dx>; fjerde Differentialcoefficient d_)‘: = f""(x);0g d*y = f""(x) dx*
x
= f"(x), og d"y = f"(x) dx". Den Taylorske Raekke
xn
kan da med Hensyn til de her anvendte Betegnelser skrives saaledes:

d'y

nte Differentialcoeflicient: 7

dy h d*y B* dy R
+h)=y+—-—+ + . +
feth) =y dx 1 dx*1-2 dx* 1-2-3

260m Principerne for Differentiation af explicite Functioner jvfr. Ramus. Algbr. F. S. 99-108.
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,For enhver explicit given Function af x kan Differentialcoefficienten let bestemmes,
altsaa og de successive Differentialcoefficienter.

Denne Act kaldes Functionens Differentiation og tjener til at finde dens Udvikling

i Reekke efter stigende Potenser"?’.

Har man saaledes i Henhold til det Foregaaende (II, 1, 2, 3) Reekkerne:

2

h h
(x+h)"=x"+nx""! 1 + n(n—1)x"? I + ...

2
ah = g*a" = a* (1 +(La)h+ (L a) 1}2—2 + )

h h 1 h?
log(x+h):logx+log<1+—):logx+loge(———-—+...>
x x
sin(x + h) = sinxcosh+ cosxsinh =sinx +cosx-h — ...

cos(x + h) = cosxcosh —sinxsinh =cosx —sinx-h — ...

2’Ramus. Algbr. F. S. 102.
2Man har nemlig:

_dyh d*y R
h 2
(x+h)" —x" = nx"! 1 +n(n—1)x"? T3
h h?
ah — a* = a*(l. a) 1 +a*(l.a)* T3

1h 1 h?
10g(x+h)—logx:10ge~;I—loge;?...

h
sin(x + h) — sinx = cos x T

h
cos(x +h) —cosx = —sian +...

dy

Ved i hver Reekke at meerke sig Det, der svarer til 7
x

, faaer man de forlangte Veerdier.
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erholder man for de enkelte Rekker som farste Differentialcoefficient:

dx" ., da . dlogx loge
dx - dx = (la)a’; dx  x
d.sinx _ ‘ d.cos x L
Fa COS X; Fan sin x.

Men som man under givne Forudseetninger finder den forste, finder man ogsaa paa
tilsvarende Maade den anden, den tredie, den nte Differentialcoeflicient. Da man nu
for alle mulige Functioner kan finde Differentialer og Differentialcoefficienter af alle
mulige Ordner, og da disse Coeflicienter, skjondt forskjellige fra hverandre indbyrdes,
dog i Sammenligning med endelige Sterrelser, hver iseer, ere som g; saa have vi her
et Exempel, som viser, hvorledes det Uendelige, det Negative, allevegne kan forteere
og dog bevare det Endelige, det Positive som et Moment, et Medbestemmende i de
punktuelle Forhold, ja i Forholdenes Forhold.

Under disse Forhold kan her da ikke leengere veere Tale enten om et blot Endeligt
eller om Spring eller om Tilnsermelse, men kun om Bestemthed, indre uendelig Be-
stemthed. Hvor eiendommelig Tankeretningen maa blive, naar det Endelige saaledes [59]
uafbrudt skal bestemmes ved det Uendelige, sees uvilkaarlig af de Principer®’, som
forst komme til Anvendelse i den heiere Mathematik. Man taler om Differentialreg-
ningen som om en egen Opfindelse, og med Rette: i det Uendeliges Analyse er Alting
nyt; kun maa det ikke glemmes, at det Uendelige fra Begyndelsen af har veeret med

i det Endelige, at de nye Principer og de nye Love ere Conseqvenser, vel at maerke:

#Til Oplysning om sammensatte Functioners Differentiation, der ligesom afgiver de intellectuelle
Typer, hidseettes Folgende I) day = ady, naar a er constant, thi en constant Sterrelse har naturligviis
intet Differential. IT) Naar y, z, u ... ere hvilkesomhelst Functioner af x, er d(y+z+u...) = dy+dz+du...
IMT) Seettes y = f(x), z = ¢(x), yz = F(x), erholdes: F(x+h) = f(x+h)-p(x+h),og d.yz = ydz+zdy.

IV) Seettes y = f(x), z = ¢(x), Y F(x), erholdes: F(x + h) = fEx i :; som ved Reekkeudvikling
z o(x
. f! — .0 _
og Reduction giver F'(x) = 00 1) — f(x) /(%) ellerd -2 = M; V) Seettes z = ¢(x),
(p(x))? z 22

y = f(z) = F(x), faaes ved Udvikling og Reduction F'(x) = f’(¢(x)) - ¢’(x) eller: % = dy . E

z dx
VI) Naar f’(x) kan udtrykkes ved f(x), saasom f’(x) = ¢[ f(x)], og den omvendte Function af f(x)

kaldes fi(x), haves: y = f(x), x = fi(y), dy = o(f(x)) dx = ¢(y) dx; altsaa dx = d fi(y) = (pcg)
dx

d- filx) = o) (hvis Anvendelse er vigtig, naar man t. Ex. vil differentiere den til en trigonometrisk
o(x

Sterrelse svarende Bue).

eller:
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[60] teleologiske Conseqvenser af de gamle elementeere Forudsaetninger™.
c) Differentialcoefficienternes indbyrdes Forhold.

Dersom vi med seerligt Hensyn paa Reekken:

B dy h d*y h* dy R
fetm =yt i Y e Tt aw 123"

anvendte Betegnelsen:

0Oh 0* R* 0 R
+h)=y+-——+——+ =
flx )=y 01 021-2 031-2-3

+ ...

saa vilde vi vel herved blive paamindede om Differentialernes uendelige Lidenhed,
men dog endnu ikke opnaae sand Indsigt i de forskjellige Differentialcoefficienters
eiendommelige Betydning.

0
Lad Qvotienten 4y _ o VETe, hvad forgvrigt ikke maa tages altfor bogstaveligt,

dx
2 ) ) dzy 2
[61] t. Ex. = 3 ; man vilde da tage meget feil, om man deraf sluttede, at Taz = 0 altsaa
X
3'Hvad f. Ex. Formlen d.yz = ydz+zdy vil sige, kan med Hensyn paa de elementzare Forudsaetninger
anskueliggjores:
A - a
I | |
e---
| B C
A D
el-—--

D =BC =ad = y; DC = AB = ec = z; Ae = a¢’ = dy; Cd = Ba = dz. Teenker man sig D som
Udgangspunkt for to samtidige Beveegelser, saa at man har DA = y = fi(t), og DC = z = f,(t); daer
Rectanglet AD - DC = yz = fi(t)- f2(t). Hvor stor vil nu Tilveexten blive, naar Beveegelserne fortseettes
i en uendelig lille Tid? Man erholder d(yz) = d[ fi(¢)- f2(t)] = ydz + zdy = fi(¢) d fo(t) + f2(2) - d fi (D).
Det Hele maa da, efter at Differentiationen er udfert, og Tilveexten funden, give yz + d.yz, og d.yz =
ydz + zdy.

Dette Resultat kan bedgmmes fra det elementeere Synspunkt. Rectanglet eDde’ = (y + dy)(z+ dz) =
yz + ydz + zdy + dz dy giver nemlig 1) et Product af Endeligt med Endeligt, yz; 2) af Endeligt med
Uendeligt, ydz og zdy; 3) af Uendeligt med Uendeligt: dzdy = 0 - 0 = 0%, som bortfalder; med andre
Ord: ce’aB = dzdy betragtes som et Punkt, medens adaB = ydz og ABBc = zdy regnes med som
uendelig smaa Rectangler.
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2 3

d’ 2
maatte veere 3 d_); ={3) o8V Vistnok er d"y i Almindelighed af samme
X

Orden, det vil sige: comparabel med dx", thi kun for specielle Veerdier af x haves enten
f"(x) = 0 eller f*(x) = oo; men desuagtet minder endog Betegnelsen om, at d"y ikke

forholder sig til y paa samme Maade, som dx" forholder sig til x.
2 3

15 e nemlig dx* = dx - dx; i &Y er dx® = dx - dx - dx- o. s. fremdL; medens
dx? dx3

derimod d*y = d-dy, d*y = d- d*y o. s. v. Hermed stemmer det da ogsaa, hvad Sagen

2

d
angaaer, at d_y i visse Tilfzelde kan veere 0, medens d—); er en endelig Storrelse; hvilket
x x
vilde veere umuligt, dersom Differentialcoefficienterne i en given Raekke forholdt sig

til hinanden som stigende Potenser af den samme, zegte eller uzegte, Brok. Vel bliver
f””” i Reekken afledet af f” paa samme Maade, som f” afledes af f’; men deraf folger
jo ingenlunde, at man skulde have f” = (f)% " = (f’').

Kalde vi, for at veelge et Exempel af den rationelle Mekanik, Hastigheden v, Tiden ¢,
og det gjennemlobne Rum x; saa er i en endelig Tid v = ~imeni Qieblikkets uendelige
dx
dt’ P
saa have vi for en endelig Tid ¢ = %, men for @ieblikkets uendelige Tid ¢ = d_l; Da

d d
nu Hastigheden i hvert @ieblik er v = —x, saaerjodv =d- —x; Q= i bliver da
Py dt dt dt
_a &
dt  dt?

Naar altsaa forste Differentialcoefficient betegner en Hastighed, betegner anden [62]

Differentialcoefficient den i @ieblikket virkende Kraft.

Tid = Betegner derneest ¢ den beveegende Kraft, og sege vi Kraften i dens Maal,

Et andet, ligesaa fatteligt Exempel kan hentes fra Maximum og Minimum.

X’ X

Y/
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En Function af x er i sit Maximum, naar f(x + h) og f(x — h) begge ere mindre
end f(x), eller hvad der er det Samme, naar f(x + h) — f(x) og f(x —h) — f(x) begge
ere negative; ere de begge positive, er Functionen derimod i sit Minimum Er OC = «x,
BC = CD = h,saaer Dm’ = f(x + h), MC = f(x), og Bm = f(x — h).

flx+h)= f(x)+ f'(x) ? + f7(x) 1h—2 + ...

fle=m) = f) - FC T+ 0 -

Altsaa:

FGet )= f) = +F 4 e

fle=m) = f) = ~f) 4 e -

For at begge Raekker kunne have samme Fortegn, maa det forste Led, der har modsatte
Tegn, og som, naar h er meget lille, bestemmer Fortegnet for hele Reekken, bortfalde, d.
d 2 d
e. f'(x) = d—z = (2), og f"(x) = d_x); veere negativ. For Minimum maa d—z = 0 ligeledes
bortfalde, men d_); derimod vaere positiv.
X
Vi kunne anskueliggjore dette Forhold. Ifelge elementeer Fremstilling har man for

Cirklen, naar i ovenstaaende Figur settes OB = x, Bm =y, 00’ =2r,x : y =y :
2r —x; y* =2rx —x% y = +v2rx — x2. Er x = r, saa er y = CM, og i sit Maximum.
[63] Ifelge den heiere Analyse haves, da y = f(x) = £v2rx — x2*

N ot
Qz:l: r—x dzy:i ( )\/er—x2

—_— [e)
dx JV2rx — x2 & dx? 2rx — x2

For enhver uendelig lille Tilveext til x, faaer y sin ligeledes uendelig lille Tilveext: de

3df(x) = d(£V2rx — x2) bliver da = d(2rx — x?)z. For at udfore denne Differentiation, forudsattes

1

Formlen: d(x") = nx" 'dx, hvorefter d./x = d(x?) = %x%_ldx = %x_%dx; men x~¢ = —; altsaa er
X

Ldx %d(er - x?)

E 1
V2rx — x2

%x’% dx = N — Ifglge denne Formel bliver d(2rx — x%)? = . — For at differentiere Tel-
x

leren anvendes Formlen d(y+z) = dy+dz; %d(er—xZ) bliver altsaa %(d 2rx—dx?).Men d 2rx = 2r dx,
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anferte Veerdier udtrykke Forholdet imellem de uendelig smaa Tilveexter. Af Figuren [64]
sees, hvad da ogsaa ligger i Sagens Natur, at enhver Tilveext for y maa blive positiv,
indtil y naaer sit Maximum, derefter negativ o. s. v.

Betingelsen for, at y skal veere i sit Maximum, er i neerveerende Tilfeelde: x = r. I

dy r—x
det Qieblik denne Betingelse opfyldes, bliver da ogsaa — = +———
g pty g dx oy — x2

= 0, idet

man faaer r — x = 0; derimod vil

r—x
—V2rx = x? = (r — x)—/—=
d*y _ 4 \V2rx — x?
dx? 2rx — x2

1
ikke blive 0, men ved Reduction F-.
r
For at klare sig Sagens indre Sammenhaeng, see man paa Tangenten.
Tangenten til et Maximumspunkt maa veere parallel med Abscisseaxen; for ethvert

andet Punkt vil Tangenten danne en Vinkel med den positive Retning af xnes Axe.

OP =x; oP =1y; Punktet(x,y)=o.

2rdx o d(x?) d(£V2rx —x? i%(2r—2x) 3 r—x _dy

= 2x*1 = 2x. Altsaa: = = =-—.F
dx ’ dx * X saa dx \/er — x2 \/er — x2 dx or
p ( r—x )
[ 52 dy—yd
at finde den anden Differentialcoefficient % forudseettes Formlen d (X> = zyizyz;
x z z
N2rx —x2d(r—x)—(r—x)d~2rx — x? d(r —x)
man faaerda (y = r — x; z = 2rx — x? Men =
v y ) (V2rs —x27 dx
) _ T (p_ X
ﬂ_ﬂ =0-1 dVZrx—x* _ _r-x og det hele Resultat: + ) Varx —x* _
dx dx ’ dx T Jorx — x2 & ' 2rx — x2 a
d*y
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Men for at bestemme Tangenten, maa man kjende dens Relation til Secanten.
Ifelge Figuren B er n = tgv, og v den Vinkel, Secanten danner med den positive
Retning af xnes Axe. Idet Skjeeringspunkterne, p og o, rykke hinanden neermere,

neermer Secanten sig til at blive ,rerende’, og vil i det @ieblik Punkterne falde sammen,

k .k dy , .
veere Tangent. Da nu n = tgv, saa maa lim n = gy VEe tg a, idet a er den Vinkel,
x

Tangenten til Punktet (x, y) danner med xnes Axe.

Af Figuren A seer man, at tg @ gaaer ved Maximumspunktet over fra at veere

positiv til at veere negativ = tg a’; %Y skifter altsaa Fortegn i M, og maa da i dette

dx

Punkt veere 0.

Da endvidere .
d’y d- 3 _ditga

dx? dx dx ’

2
saa betyder d—)zj den Tilveext, hvormed tg a varierer, naar x voxer. Men tg « (til Punktet
x

m) er aabenbart, naar x varierer fra B til D, i bestandig Aftagen, saa at Tilveexten er
2

1
negativ; d_); skal altsaa med Hensyn paa Maximum veere negativ, og Formlen +—
x r

give ——.
Saaledes kan da hver Differentialcoefficient, ifelge de afledede Functioners syste-

matiske Sammenheeng, komme til at spille en eiendommelig Rolle.
3) Integralet.

En Analyse af det Uendelige er nedvendigviis med det Samme en Analyse af det
Endelige, ligesom ogsaa enhver Analyse af det Negative med det Samme er en Analyse
af det Positive, enhver Begrebsanalyse tillige en Forestillingsanalyse.

I Forhold til Linien som det Positive er Punktet, Liniens Greendse, det Negative;
naar Linien er en Forestilling, er Punktet en Tanke. I Forhold til Fladen som det Positive,
er Linien, Fladens Greendse, det Negative: Fladen forestilles, naar Linien teenkes. I
Forhold til Legemet, det Positive, er Fladen, Legemets Greendse, det Negative.

I Forhold til det endnu ubestemte Sted, det Negative, er det bestemte Punkt det
Positive; ja, i Forhold til Massen, den materielle Gjenstand, er det mathematiske

Legeme selv en Negation, en Tankegjenstand, et Begreb.



Det Uendeliges Analyse 49

Den uendelige og dog derhos endelige Vexelbestemmelse af Negativt og Positivt, af
Punkt og Linie, af Linie og Flade, af Flade og Legeme, som beskjeeftiger Mathematiken,
bliver da ogsaa kjendelig paa Kategorierne: Discretion og Continuitet.

En Linie, dette givne Continuum, kan deles, og hver Deel er igjen Linie. Da nu
hver Deel bliver desto mindre, jo sterre Delenes Antal bliver; slutter man, at enhver
Linie maa kunne deles, eller rettere: ,teenkes deelt i uendelig mange uendelig smaa
Dele".

Slutningen forer dog strax ind i adskillige Vanskeligheder. Er hver mindste Deel af
den delte Linie endnu en Linie, et lille Continuum; saa maa dette Continuum jo igjen
kunne deles i uendelig mange uendelig smaa Dele.

Den mindste Deel er da saa langt fra at veere den mindst mulige, at den tvertimod
endogsaa synes at blive ligestor med den hele Linie, eftersom Delen og det Hele jo
begge lade sig dele i ,uendelig mange uendelig smaa Dele". Kan hver mindste Deel af
den delte Linie derimod ikke leengere deles; da er denne mindste Deel ikke mere en
Linie men et Punkt.

Den delte Linie kommer altsaa til at bestaae i uendelig Discretion af uendelig
mange Punkter; men Punktet er jo netop Liniens Negation, er, punktlig forstaaet, uden
al Udstreekning, en Ikke-Linie. Ifolge den anferte Slutning kom da Linien til at bestaae,
ikke af utallige Smaalinier, men af uendelig mange Ikke-Linier. Men at teenke sig en
virkelig, positiv Linie sammensat af uendelig mange Ikke-Linier, falder vel omtrent
ligesaa vanskeligt, som at teenke sig en virkelig positiv Tak sammensat af uendelig
mange Utak.

Hvad Mathematiken egentlig leegger i det Udtryk: ,uendelig mange uendelig smaa
Dele", kan imidlertid ikke kjendes af Talemaader; det maa vise sig i Gjerningen. Sege
vi Delenes uendelige Lidenhed i Differentialet, maae vi sege deres saakaldte uendelige
Sum i Integralet; af Summation og Integration ville vi da straebe at udfinde Integralets

Bestemmelse.

a) Summation.

Antages en Linie, x, deelt i uendelig mange uendelig smaa Dele, og betegnes enhver

af disse Dele, uden at det endnu er afgjort, om de ere Punkter eller Linier, ved dx, da

[67]
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har Mathematiken uimodsigelig Ret, naar den betegner den hele Linie ved Delenes
uendelige Sum [ dx = x.

Men hvad er nu dx, Punkt eller Linie? Skulde Dialektiken forklare sig herover,
vilde den sige: det er ikke et Punkt, thi det er egentlig en Linie; det er ikke en Linie,
thi det er veesentlig et Punkt. Det er en Linie, som netop er indsvunden til et Punkt; et
Punkt, der just er i Begreb med at udvides til en Linie.

Hvad Dialektiken saaledes siger i sit Sprog, er just det, Mathematiken forudseetter
i sin Praxis. dx er, som allerede viist, ligesaa lidt 0, som en endelig Sterrelse. Dersom
dx var 0, saa maatte f dx ligefrem veere oo - 0, men dette er ingenlunde Tilfzeldet.
Seettes [ dx =o0-0 = 0 0= g saa bliver her jo ingen Forskjel imellem Integralet og
en endnu ubestemt Differentialcoefficient, hvis Veerdi altsaa kan vere baade endelig
og uendelig.

Mathematiken indlader sig da heller ikke paa at bestemme dx umiddelbart, veere
sig som Punkt eller som Linie; dx bestemmes kun i et Forhold som f. Ex. af dy; saaledes
at Forandringsloven kan vise sig i f(x) = y.

I f(x) = y maa Tilveexten for x, den Uafthengige, naturligviis veere constant;
thi dersom dx varierede, maatte Forandringerne veere underkastede en vis Lov, og
x kunde da ikke veere uatheengig. Hvad Tilveexten for y, den Afheengige, angaaer,
udtrykker Differentialcoefficienten d_y et bestemt Forhold, men de enkelte dy kunne

X
derimod veere indbyrdes enten lige eller ulige.

Aiiii 3
C

A dx dx

AC=x; BC=y.
I Trekanten ABC haves:

BC=y=dy+dy+dy+..

AC=x=dx+dx+dx+..
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I enhver af disse uendelige Summer ere Leddene indbyrdes lige, nemlig dy = dy,

ligesom dx = dx; men kun i et enkelt Tilfeelde, naar nemlig £BAC = 45", er dy = dx,
y_9_,
dx 0

I Figuren AA’BC og AA”BC haves endnu, som feor, dx = dx, men derimod ikke

dy = dy'. Anskues den Afthengighed, hvori y befinder sig til x, for et Tilfeelde ved

Curven AA’B, for et andet, ved Curven AA” B; da er det heraf indlysende, at de enkelte

og Differentialqvotienten

dy i den uendelige Sum:

44

y=dy+dy +dy’ +dy"” + ..

ikke blot i begge Tilfeelde ville veere indbyrdes ulige, men Uligheden derhos tillige
forskjellig for ethvert af de forskjellige Tilfeelde.

Fastholder man nu den Forudsaetning, at ethvert mathematisk Punkt maa som
Negation af al Sterrelse veere 0, saa at 0 = 0 i dette Tilfeelde er som Intet = Intet; da er
det klart, at dx i Linien x ligesaa lidt kan veere et mathematisk Punkt, som dy i Linien
y, thi af Intet kommer Intet, og imellem Intet og Intet findes intet Forhold. Men at
dx og dy desuagtet ikke indskreenkes til at veere Linier af endelig Udstreekning, sees
tillige deraf, at Atheengighedsloven for y med Hensyn paa x hver Gang bestemmes
saaledes, at Forholdet % bevares endog i g

Betyder Differentialet et Moment i Liniens uendelige Discretion, saa betyder Inte-
gralet de discrete Momenters Opgaaen i det endelige Continuum; betegner Differenti-
alet det uendelig lille Led, saa betegner Integralet den uendelig store Sum. Kan det
uendelig lille Led, veere sig dx eller dy, ikke ligefrem angives, saa kan den uendelige
Summation, Summationen af de utallige Led, heller ikke ligefrem udferes.

Forudseetter man f(a + dx) — f(a) = f’(a) dx, erholder man, ved bestandig at

[69]
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tilfaie dx,
fla+2dx)— f(a+dx) = f'(a+dx)dx
fla+3dx)— f(a+2dx) = f'(a+ 2dx)dx
f(a+ndx)— f(a+(n—1)dx) = f'(a+ (n—1)dx) dx
og ved Addition:

fla+ndx)— f(a) = f'(a)dx + ... f'(a+ (n— 1)dx) dx

Er dx uendelig lille, f’(a) dx, f'(a + dx) dx ... ligeledes, maa man satte n = oo,
for at ndx kan blive en endelig Sterrelse, og a + ndx i f(a + ndx) seettes = b.

Men, naar Sagen opfattes saaledes, vende de gamle Vanskeligheder tilbage; det er
jo kun ved et Spring, man her kan naae fra n til oo, og naar man saa, naturligviis ved

[70] at overspringe uendelig mange Led, har gjort dette Spring, er Summen, oo dx, endda

en saa ubestemt Starrelse, at den kan saettes = x, = %x = 1000 x, = Tl()()x o.s.f.

En Sum er efter sit Begreb et Antal, et endeligt Tal. En uendeligt Antal, en uendelig
Sum, en Summation af et uendeligt Antal ere i Grunden lutter Modsigelser. Skal en
uendelig Summation udferes, maa Opgaven loses enten ved Tilnsermelse, altsaa i

Omtrentlighed, eller ved en Forvandling.

b) Integration.

2 3
1 1 1
I Reekken 1+ 2 + 2 + 2 + ... er Leddenes Antal uendeligt. En Summation

af disse Led kan nu for det Forste skee ved Tilnsermelse, idet man med Hensyn til
Reekkens Convergens tager saa mange Led, som Regningens Noiagtighed udkreever;
men uden at fortabe sig i en Sammenteellen af utallige Led, kunde man dog ogsaa ad en
anden Vei opnaae et Resultat, og det endog et exact Resultat, ved nemlig at finde den
Qvotient, hvoraf den uendelige Raekke udspringer. Istedetfor en uendelig Summation
anvendes da en lovbestemt Reduction: Opgaven lgses, idet den forvandles.

Et talende Exempel paa Opgavers Forvandling have vi i Behandlingen af brudte

Liniers Forhold til Curver.
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Paa Overgangen fra Endeligt til Uendeligt begynder Mathematiken med den Anta-
gelse, at Cirklen er en Polygon af et uendeligt Antal uendelig smaa Sider. Hvorledes
denne Seetning anvendes i den elementeere Geometrie, er bekjendt; i den heiere Ana-

lyse kan Sagen fremstilles saaledes:

a = b cos C + ccos B, ifglge Figuren; men

C? ct
cosC=1- + s
1-2 1-2-3-4
og
B? B!
cosB=1- +
1-2 1-2-3-4
Altsaa er
2 2 bcz
a=b|l1——... ) +c|1—-—— =bh - —
1 1-2 1-2
cB? bC? cB?
+C__...—b C— —— oo — ——
2 1-2 1-2
Grundspergsmaalet er, hvad der ifglge den angivne Forandringslov vil skee, naar
2 CBZ

Leddene blive uendelig smaa; og Svaret er, at

2 og T3 Leddene af anden Orden,
ville forsvinde, og efterlade a = b + c.

I endelig Forstand er den til a som Chorde svarende Bue CB < b + ¢, men > a;
men, idet a = b + c, er hele BCD svundet ind til et Punkt, som dog ikke er et Punkt,
men et Element i en Linie.

Den Linie, i hvilken BCD er et Element, er ikke en Polygonside, men en Cirkelpe-

ripheri. Forsaavidt her i a endnu er mindste Rest tilbage af en Polygonside, er BCD

[71]
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ikke et Element i en Linie, men et virkeligt Triangel; Trianglet BCD kan forsvinde,
men kun i den krumme Linie.

Istedetfor at bevise, enten at Cirklen er Polygon eller Polygonen Cirkel, har Mathe-
matiken tvertimod forvandlet Opgaven, og beviist, at en Cirkel er veesentlig forskjellig
fra en Polygon, og en Polygon fra en Cirkel.

Den Synsmaade, at en krum Linie i Grunden er en brudt Linie, heenger inderlig
sammen med den Anskuelse, at Integrationen er en Summation. Istedetfor at opfatte
Integrationen som en uendelig Summation, maae vi meget mere betragte den som
en Forvandling af Summationens Opgave, neermere bestemt ved den udtrykkelige
Modsetning til Differentiationen®. Leibnitz, der opdagede Differentiationen, som den
directe Tangentmethode, fandt i Integrationen den omvendte Tangentmethode.

Med Hensyn paa Cirklen blev i det Foregaaende y = f(x) = ++/2rx — x? givet

som den oprindelige Function; Opgaven var da at finde de afledede Functioner, navnlig
dy r—x
dx  2rx — x?

danne med den positive Retning af Abscisseaxen. Ved at indseette forskjellige Veerdier

og derved bestemme den Vinkel, Tangenten til et Punkt i Cirklen vil

for x bestemmer man Tangenten for de forskjellige Punkter i Curven.

Veelge vi Ellipsen, og leegge Coordinaternes Begyndelsespunkt i Centrum; saa have

b
vi atter y = f(x), men denne Gang bestemt som — va? — x2.

a
Y
A B
y
a x DX
B/
E

CD=a; CE=b.

32,,Integration er den omvendte Regning af Differentiation. Den bestaaer i, naar et Differential er
forelagt, at bestemme den Function, hvoraf det er Differential, og almindeligt, naar en Differentialligning
er forelagt, at bestemme dens tilsvarende primitive Ligning". Ramus. Differ. Integr. S. 34. At de hoiere
Theorier om uendelige Reekkers Summation beroe paa Reductioner og Forvandlinger, er indlysende.
En Reekke som den Eulerske: x %1 fox Snm X" dx = Spm—1. (Ramus. Diff. Intgr. S. 308) lader sig

naturligviis endnu mindre behandle ved ligefrem Summation, end f. Ex. Raekken: 1+ ] + (%)2 + ...
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b x
Den hertil de forste Differentialcoefficient, befindes da at —_—
en hertil svarende ferste Differentialcoefficient, befindes da at veere —— N

hvorved da ligeledes Retningen af Tangenten for ethvert Punkt i Ellipsen kan bestem- [73]
mes. Er . Ex. x = 0, faaes Retningen af Tangenten i Endepunktet af den lille Axe; thi
daer

dy b 0

Lo =
dx a vJa:—0

Er x = a faaes Tangenten til Endepunktet af den store Axe, nemlig

Q_ b a ba ba

S AP P O
dx a Ja? — a? \/6 0
I begge disse Tilfzlde blev altsaa den oprindelige Function, f(x), given, og Opgaven

var at finde den afledede,
dy _df@)
dx dx

Dette var altsaa Exempler paa den directe Tangentmethode.
d
Men nu kunde jo ogsaa omvendt en afledet Function f’(x) = d_y veere given, og
x

Opgaven blive, at finde den tilsvarende oprindelige, f(x) = y.
r—x

B N2rx — x?

1) Exempel. Der er givet en Ligning d_y = f’(x), hvorved en Curves
x

Tangent bestemmes; Opgaven

x 2
EnRaekkesom/ 2xdx:Limzx—2(1+2+3+4+~~(n—1)
0 n

bliver ikke summeret, men reduceret:

o o x*((n—-1Dn . ,n—1 L 1
=Lim2— | ——— ) =Limx =Limx“|(1——-).
n? 2 n n

Af Reductionernes Resultat fremgaaer, at Reekkens Sum, naar man szetter n = oo, vil

give x%, og at man altsaa erholder /0 * 2 x dx = x% men en saadan Summation er ikke
mere Summation: Greendsen er overskreden, Opgaven forvandlet. er, at finde Curvens [74]

oprindelige Ligning: f(x) = y. Ved Integrationen, den omvendte Tangentmethode,

3Til AB, Tangenten, som danner en Vinkel = 0 med xnes Axe, svarer en Tangens (i Talveerdi) = 0;
til A’B’, en Tangent, som danner en Vinkel med xnes Axe = 90°, svarer en Tangens = co.



56 Philosophie og Mathematik

finder man da

[ Feax= fe = e

d. e. man finder at den omspurgte Curve er en Cirkel.

d b
2) Exempel. Der er givet en Ligning d_y = - —\/%
X ava —x

en Curve bestemmes; man skal nu ved Integrationen, den omvendte Tangentmethode,
b

finde, hvad det er for en Curve, og finder da [ f/(x) dx = —Va? — x*> = f(x), som
a

viser, at Curven er en Ellipse.

, hvorved Tangenten for

Modseatningen mellem Integration og Differentiation kan med Hensyn til Potenser
anskueliggjores saaledes: man gaaer ved Differentiation fra f(x) = x" til f'(x) =

n

nx"!; man gaaer ved Integration omvendt fra f’(x) dx = nx" ' dx til f(x) = x": man

har ved Differentiation d(x") = nx"' dx, man faaer ved Integration [ nx"!dx =
/ d(x™) = x"; man differentierer en Potens ved at multiplicere med Exponenten og
subtrahere 1 fra Exponenten; man integrerer en Potens ved at addere 1 til Exponenten

og dividere med den foregede Exponent.

_ _ x" _
x”:/nx"ldx:n/xnldx, altsaa: —:/x”1
n

dx, settesnun—1=m, n = m+ 1, saa haves:

xm+1
/xmdx: +C.
m+1

Men hvad betyder nu C, den arbitreere Constant?

c) Integralets Bestemmelse.**

% Der gives ingen almindelig Methode til at finde / X dx udtrykt under endelig Form, naar X

dx
er en explicit Function af x under endelig Form, hvorimod stedse — kan udtrykkes under endelig

Form. Integration er nemlig en omvendt Beregning og leder derfor alr)rclindeligen til nye Functioner”...
sLigesom Subtraction, Division, Rodextraction, som ere omvendte Beregninger af Addition, Multiplica-
tion, Potensopleftelse, have ledet til nye Sterrelser: negative, brudne, rationale og imaginzere."Ramus.
Differential- og Integral.-Rgn. S. 36.

At forgvrigt Integrationen i det Hele bestemmes ved sin principielle Modseetning til Differentia-
tionen, ligger i Sagens Natur, og sees af mangfoldige Former. Da en Constant ikke kan have noget
Differential, kan den heller ikke have noget Integral. Naar a er constant, haves f aXdx=a f X dx.
Er d(sinx) = cosxdx, saa er [ cosxdx = [ d(sinx) = sinx; er d(cosx) = —sinx dx, saa er
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I Modseetning til Differentialet som det Negative er Integralet det Positive. Er Differen-
tialet et Punkt, saa er Integralet en Linie; er Differentialet en Linie, saa er Integralet
en Flade, er Differentialet en Flade, saa er Integralet et Legeme.

Det Negative kan imidlertid ikke af sig selv frembringe det Positive, saalidt som
det umiddelbart Positive kan frembringe det Negative: Overgangen fra Negativt til
Positivt, og omvendt, forudseetter en ponerende og negerende Virksomhed, et Princip.

I den negerende Virksomhed er det Positive forudsat; det er det Positive, som i
Negationen saa at sige gjennemskjeeres, overskjeeres eller afskjeeres af det Negative:
det Positive deles. I den ponerende Virksomhed er omvendt det Negative forudsat.
Det er jo ikke det Veerende, det Positive, der seettes, thi det Veerende er allerede, det
Positive er allerede sat; nei, det er just det Ikke-Veerende, det, som endnu ikke er, det
Negative, der seettes, og omseettes. At Punktet, det Negative, seettes positivt, vil med
andre Ord sige, at Begyndelsen til en Linie seettes; idet den satte Begyndelse fortsaettes,

bliver Linien til: Fortseettelsen er en Beveegelse.

J/ —sinxdx = [ d(cosx) = cosx, og —cosx = [ sinxdx;er d(f(x) + ®(x)) = f/(x) dx + ®'(x) dx,
saaer [ (f/(x)dx + ¥ (x)dx) = [ d(f(x) £ ®(x)) = f(x) £ P(x); er d(f(x).D(x)) = f(x) dP(x) +
O(x) df(x), og f(x)dd(x) = d(f(x)®(x)) — ®(x)df(x), saa er [ d(f(x).P(x)) = flxP(x) =
[ f(x)dd(x) + [ D(x)df(x), 0g [ f(x)dD(x) = f(x)®(x) — [ ®(x)df(x). Men under den videre

Udvikling bliver Sagen indviklet; allerede [ (J;Ex; kreever udferligere Operationer:
x

f(x) k k;

—— =F(x)+ — + .

d(x) () Xa; xX-—
Seet

1 _ 1 _ kl " k2 ._kl(x—3)+k2(x—4).
x2-7x+12 (x—4)(x—-3) x-4 x-3  (x—4)(x-3)

altsaa 1 = (k; + k2) x — (3k; + 4k;). Ved at sammenligne Potenserne af x paa begge Sider sees det, at
k] + k2 =0, og —3k1 - 4k2 =1 4k1 + 4k2 = 0; k1 =1 kz =-1. Felgehg

det er:

/ dx _/ dx _/ dx
x2—7x+12 J x—4 x—=3

For ®(x) = (x — a)(x — &) ... (x — )" (x — a)™ ... haves

/l.dx 3dx Adx
x—4’ (x —4)%’ (x —a)™

Ifr. Ramus. Diffr. Integrl. S. 37.

[75]
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At det i denne Sammenhzng ikke er nok med Kategorierne: Deling og Sam-
mensetning, men at Deling og Beveegelse bor modszettes hinanden, kan sees af en
Sammenligning mellem den brudte og den krumme Linie.

For den brudte Linie gjeelder en Sammensaetning, thi dens Dele ere endelige; den
er et Stykveerk, som i Et og Alt tilhgrer Endeligheden. For den krumme Linie gjeelder
ingensomhelst endelig Sammensetning, ingen end ikke den allerfineste Sammenstyk-
ning; den skylder kun Beveegelsen sin Tilblivelse, thi den tilherer Uendeligheden.

Den saakaldte sammensatte Bevaegelse er ikke en Sammenstykning af to Beveegel-

[77] ser; men en gjennem to Momenter formidlet Beveegelse. Forsaavidt her er mindste
Spor af virkelig Sammenstykning, vil det beveegede Legeme kun i endelige Mellemrum
forandre sin Retning: der vil fremkomme en brudt, ikke en krum Linie.

Det Beveegelsesprincip, som frembringer den krumme Linie, er inderlig besleegtet
med Functionens Natur; her er Continuitet i uendelig Discretion, et Uforanderligt i
uendelig Forandring.

Men af Functionen atheenge jo baade Differentialet og Integralet.

dy

C
dx

A = ds, den uendelig lille Sector.

For en hvilkensomhelst Curve haves

dy? d dy\*
ds* = dx’ + dy?s  ds? = dx? <1+l>; ds _ 1+<d_y> _
X

Dette Forhold bliver hver Gang eiendommelig bestemt ved Curvens Ligning; f(x) =
b b

y = Va? — x? for Cirklen; — v a? — x? for Ellipsen; — vx? — a? for Hyperblen; \/x \/7p
a a

for Parablen®, o.s.v.

Hvad her angives ved Differentialcoefficienten, er da heller ikke et allerede tilvee-

rende Brudstykke, men et Moment, der alene har Betydning i Forhold til den bestemte

3Ifr. Ramus. Analytisk Geometrie. S. 13-23.
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Bevagelseslov, og den dermed enten allerede indtraadte eller dog indtreedende Bevze-

gelse.
b d
Indseettes Udtrykket —— * -

—_— for Ellipsen, erholder man ved Reduction
aa? — x? d y

ds _ \/a4+(b2—a2)x2

dx a*(a® — x?)

altsaa

4 2 _ A2 2
ds:dx\/a + (b a)x’

a4 _ a2x2
en Formel, som iseer anvendes til at rectificere Ellipsen, eller fremstille den ved Qva-

dratur’, idet man ved at integrere erholder:

x=a a*+ (b? — a?) x?
S = dx 5
0 a4 _ a2x2

en Forvandling, der umulig kan tilveiebringes ved Sammenstykning, men alene skyldes

Bevegelsen og den for Bevaegelsen gjeeldende Lov.

Selv hvad det Incommensurable angaaer, kan her ikke veere Tale om Unegiagtighed,
men kun om indre Anleeg til uendelig Fremadskriden, uendelig Udvikling, uendelig
Bevaegelse.

Af Deling og Bevaegelse forstaaes da saaledes Modsatningen mellem Differentialet
og Integralet i Beregninger af Arealer og Volumina.

At en Flade kan deles i uendelig mange uendelig smaa Flader, er uimodsigeligt;
men at en endelig Flade ikke kan sammenstykkes af uendelig mange uendelig smaa
Flader, er ogsaa uimodsigeligt. / y dx = A vere typisk Formel for et hvilketsomhelst
Areal, idet y = f/(x).

1) Exempel. I Rectanglet yx er y = a, ydx = adx. Ifelge Formlen:

/ydx:/adx:adx+adx+adx+...

*Enhver Differentialligning, der er bleven oplest saaledes, at den ene Variable er bleven udtrykt ved
et Integral, som indeholder den anden alene, siges at veere fremstillet ved Qvadratur. Om Qvadratur og
Rectification jvfr. Ramus. Analytisk Geometrie. S. 112-125.

[78]
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A D

AD =x; DC=y.
AB = a.

kunde man neesten antage, at Mathematiken virkelig havde isinde at sammentzelle
de utallige adx, og sammenstykke det endelige Rectangel af uendelig mange uendelig
smaa Rectangler. Dette er dog en Misforstaaelse. Opgaven forvandles, idet den loses.
I/ ydx = [ adxera=yconstant; altsaa [ adx = a [ dx = ax: Rectanglet =
Grundlinie x Hoide.

Opgavens Lasning gaaer altsaa her ingenlunde ud paa at vise, hvorledes det Ende-
lige sammenstykkes af det Uendelige, men paa at finde det til det Uendelige svarende
Endelige, nemlig det yx, som lader sig dele i de utallige ydx. Skulde Fremstillingen vise,
hvorledes yx fremkommer af ydx, da maatte den udtrykkelig paavise Bevaegelsen.

2) Exempel. I Trekanten ABC haves [ ydx = ydx + y’dx + y”dx + ...; men
istedetfor at sammenstykke Trekanten af uendelig mange uendelig smaa Rectangler,
opfatter Mathematiken y som en Function af x; y = tg a x, altsaa ydx = tga x dx,

denne Opfatning svarer just til Bevaegelsen.

A C
AC=x; CB=y.

Man erholder altsaa [ ydx = [ tgaxdx = tga / x dx; men ifelge den for
2

x
Integrationen af en Potens angivne Lov, er [ x dx = 508 altsaa

. / p . x? . x x
a [ xdx=tga— =tgax— =y~ :
g g 2 g 2 y2

Trekantens Areal = Grundlinien x % Hpide.
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[80]
D B
e
A F E
H
AE=x; EB=y
GFH = p.
For en Parabel, hvis Ligning, y* = px, viser y = f'(x) = /p J/x, er
x: 2 2yx
/ydx: \/ﬁ/\/}-dx: \/ﬁfxédx: \/ﬁng px%-x:%.
2
2yx  yx 4 3 1
S tet ACB= ——-"—=(-—- = —xy.
egmente 3 5 <6 6)xy <Xy
2 1 37
Arealet ADBCA = xy — gxy = gxy = 2 x Segmentet ACB
I alle slige Tilfzelde behandles det Tilblevne ikke som et umiddelbart Veerende, men
efter dets Tilblivelse; Functionen udtrykker Tilblivelsens Lov.

Tilblivelsen forudseetter ogsaa her et allerede Tilblevet. Idet Integrationen, un-
der Forudseetning af den i Forandringerne udtrykte Beveegelse, forer det Uendelige
tilbage til endelig Bestemthed, maa det bestemte Integral angives ved en tilfgiet Con-
stant. Constanten er just den Greendse, hvori det Endelige bergrer det i Beveegelsen
Uendelige®.

[81]

2 2
37Vi have fundet Arealet ABCE = gxy = 3 af et Rectangel, som kan reduceres til et Qvadrat;

Parablen kan altsaa, hvad de gvrige Keglesnitslinier ikke kunne, qvadreres under endelig Form.
381.2eren om Constanten maa ikke misforstaaes, som om Mathematiken, for at angive bestemte
Forhold og udtrykke de bestemte Love, nedvendigviis maatte have enkelte uforanderlige Led; tvertimod,
jo leengere man treenger ind i den heiere Analyse, i Differentialer med flere Uatheengige (Ramus. Diff.
Intgr. S. 149 o.fl.), i Curvers og Fladers Generation (Ramus. Analytisk Geometrie. S. 135 o.fl.), i Liniers



[82]

62 Philosophie og Mathematik

d
Exempel. Af den rationelle Mekanik er Forholdet mellem Hastigheden: v = d—);, og

2
den bevaegnede Kraft: ¢ = d_t)zc’ allerede fremheevet.
. dx
Er nu 1) Hastigheden constant, saa seettes pr = a, hvor a er Constanten. Af
dx = adt faaes da ved Integration f dx = f adt = af dt,eller: x = at + b; b er
en tilfeiet vilkaarlig Constant, thi differentierer man x = at + b, faaer man igjen
dx = d-at+db = adt + 0. Betydningen af den tilfoiede Constant oplyses da saaledes:
for t = 0 er x = b, altsaa er b Massens Afstand fra Udgangspunktet ved Bevaegelsens
Begyndelse.
d’x d’x )
Er 2) Kraften, ¢, constant, = k, haves T = k, og Tr = kdt, som, integreret,
d d
giver d_); = [ kdt; altsaa er d—JtC = kt + ¢, og c, Constanten, en Begyndelseshastighed,

x
thi, naar t = 0, er — = c. Integreres atter, faaer man

dt

/dx:/(kt+c)dt:/(ktdt+cdt):k/tdt+c/dt,

1
altsaa: x = Ekt2 + ct + d, hvor d er en ny Constant, o.s. v.
Constantens Betydning fremlyser iligemaade af Arealberegningen.

Bestemmer man Trekantens Areal ved Formlen y% fra Endelighedens Synspunkt,

saa maa man fra Uendelighedens Standpunkt anvende Formlen: [ y dx = % + C. Her
forudseettes da, at x, den Uatheengige, og y, den Atheengige, variere i det Uendelige:

den tilfaiede Constant peger hen paa Bevaegelsen.

O d D

Raring, Osculation, Evolution o. s. v.; desto mere indlyser det, at hvert Forholdsled er i det Uendelige
foranderligt, og kun Lovenes System det Veesentlige, det Bestandige, det Evige. Forsaavidt Materialismen
med Hensyn til de i mekaniske og chemiske Tiltreekninger exacte Forhold vil slutte fra Forholdenes
Bestandighed til Grunddelenes Uforanderlighed ved at beraabe sig paa det Mathematiske, er Slutningen
falsk.
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OD=x,BD=y,0d=x"=bd =y

[ ydx=[ f/(x)dx = f(x)+ C.Erx =0,daer f(0) =0; [ ydx =0+ C, og
C=0;erx=0D,daer

[yax= [ yax= [ pedx= oo

erx=0d=x',daer

/ydx:/Ox/ydx:/oxlf'(x)dx:f(x’).

Forsaavidt de varierende x og x’ ere i et vist Forhold til hinanden, ere de varierende
Arealer OBD og Obd i et tilsvarende Forhold. Dette Forhold bestemmes ved Arealdif-

ferensen, og ved denne igjen Constanten.

OBD—Obd:deD:/ ydx—/ ydx:/ ydx = f(x)— f(x').
0 0 x!

For nu at udfinde, hvorvidt Constanten er positiv eller negativ, maa man begynde
med at lade Arealdifferensen indsvinde til 0. Dette skeer i neerveerende Tilfzelde ved at
seette x = x’, hvorved man erholder en bestemt Greendse, enten bd eller BD.
Arealet bdBD, som for var = f(x) — f(x), bliver altsaa nu = f(x’) — f(x) =
f(x")+C = 0, og falgelig C = — f(x’). Naar nu x ved Endepunktets Beveegelse, d. e. ved
continuerlig Tilveext dx, forleenges ud over x’, vil Arealdifferensen blive = f(x) + C,

idet C = —f(x”). Man vil altsaa, hvormeget end x voxer, altid kunne seette [83]

bdBD = //xydx = f(x) - f(x") = f(x) + C.

Hvorledes Overgangen fra Punkt til Linie, fra Linie til Flade, fra Flade til Legeme
forholder sig til Integralet, sees af den Maade, hvorpaa der integreres med Hensyn til

Masse.
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AM =a; AB=rcosa

Antager man et legemligt Punkt, et materielt Element, dm, der tiltreekker M,
og dette dm bestemt ved Radius r, ved Vinklen «, og ved en Vinkel ©, som et fast
Plan danner f. Ex. med Papirets Plan; antager man endvidere dm = pdw idet p er
Veegtfylde og w Volumen, saa at dw bevises at veere = r? sin © dr d© da, og Punktets

hele Tiltreekning, oplest efter Retningen mod Centrum,

kdm(a — r cos a)

B (r? + a? — 2racos a)?

saa kan man ved Integration bestemme den Tiltreekning, som hele Kuglemassen udever

—k/ dm(a—rcosa)
(r? + a? — 2racos @)’

men dm = pdw, altsaa haves

paa M,

_ 2 &3 _
kp/( 2alw(a rcos o) . /r sin®drdO da(a rcosa)‘
-

+a?—2ra-cosa): - (r? + a® — 2racos a)?

Men, at integrere een Gang med Hensyn til Masse er det Samme som at integrere 3
Gange med Hensyn til de Variable, hvorved Volumen er udtrykt. Altsaa integreres
[84] forst med Hensyn til ®, den Vinkel, som fremkommer, idet dm dreies i Cirkel om AM
(Greendserne ere 0° og 360°, /o 2”); derneest integreres med Hensyn til a (Greendserne
ere 0° og 180°, f " thi, naar Halvcirklen beveger sig om sin Diameter, fremkommer
Kugleskallen), endelig maa man, for at faae de uendelig mange Kugleskaller, integrere

med Hensyn til r, /0 "
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Altsaa haves for den Kraft, hvormed hele Massen, m, tiltraekker M,

) /// r’sin®drd®da(a—rcosa)
P (r? + a® — 2racos )? ’

og heri et yderligere Beviis for, at det Uendelige paa alle Punkter i Analysen slutter

sig sammen med det Endelige, at det Uendelige altsaa dog er endeligt, og det Endelige
uendeligt.
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